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Ce polycopié distribué en début de semestre contient a la fois le cours et les exercices de
TD. Concernant le cours, je rappelle que toutes les définitions, les énoncés des théorémes et
propriétés et les démonstrations sont a connaitre pour tous les contrdles. Sur chacun de ces
controdles, il y aura au moins 8 points (sur 20) qui seront attribués sur des questions de cours.

Pour les exercices de TD, ils sont rassemblés & chaque fin de section. Il sont classés en
trois catégories :

(e) pour entrainement : ce sont des petits exercices d’application directe du cours, que vous
devez chercher et résoudre tout seul au fur et & mesure de 'avancée dans le cours ; dans
cette catégorie se trouve également les démonstrations qui sont laissées en exercice;

(©) pour classique : ce sont les exercices qui seront corrigés en priorité par votre chargé de
TD ; la méthode utilisée pour la résolution de ces exercices et les résultats obtenus sont
& connaitre impérativement ;

(@) pour approfondissement : des exercices un peu plus longs et pour certains un peu plus
difficiles. Ils sont & faire une fois la section correspondante du cours complétement trai-
tée; ils ne seront pas forcément corrigés en totalité en TD, mais votre chargé de TD
peut vous donner des pistes de résolution.

Beaucoup de ces exercices sont tirés du site internet exo7. On peut donc les retrouver, parmi
bien d’autres (ainsi que des indications supplémentaires et une correction) a I’adresse suivante :
http://exo7.emath.fr.
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Chapitre 1

Introduction a la théorie des Groupes

1.1 Deéfinitions, exemples, théoréme de Lagrange

Nous allons commencer par définir la notion de groupe, ainsi que les notions associées, puis
apreés avoir défini quelques exemples, nous montrerons les premiers résultats sur les cardinaux
des groupes finis. A cette occasion, nous verrons que l’arithmétique de Z intervient de maniére
importante dans I’étude des groupes finis.

1.1.1 Loi sur un ensemble

Avant de définir la notion de groupe, nous allons rappeler la notion générale de loi sur un
ensemble.

Définition 1.1.1. On dit qu’un ensemble G est muni d’une loi, s’il existe une application :

v : GxG — G
(s,t) = o(s,t)

On notera sous forme de couple (G, ¢) un tel ensemble.

Une loi sur un ensemble est donc simplement une procédure qui & partir de deux éléments
de GG en construit un troisiéme. On peut facilement donner des exemples.

Exemple(s) 1.1.1. 1. Si G = {e} est un ensemble & un seul élément, alors il existe une
seule loi sur {e} définie par ¢(e,e) = e.
2. Sur I'ensemble des réels R, on peut définir les deux lois suivantes : pour tout (z,y) € R,
o(r,y) = x+y et p(x,y) = zy. On peut remplacer R par un autre corps Q,C ou par
un anneau Z,DD.

3. Soient K un corps et E un espace vectoriel sur K, 'addition des vecteurs est une loi.
Par contre, la multiplication par un scalaire n’est pas une loi au sens de la définition
vue ici. On utilise la dénomination loi externe.

4. Soient X un ensemble et E = End(X) I’ensemble des applications de X dans lui-méme,
alors la composition qui & tout couple (f,g) € E associe 'élément ¢(f,g) = fo g est
une loi sur F.

5. Soit X un ensemble, 'ensemble des suites finies d’éléments de X, noté .# (X)) s’appelle
I’ensemble des mots en l'alphabet X. Le nombre de termes de la suite est appelé longueur
du mot. Par exemple si X = {a,b} alors les éléments aba et abba sont des mots de
longueur respectives 3 et 4. Notons qu’il existe un mot de longueur 0, c’est le mot
vide. Sur 'ensemble G = .Z(X), on peut définir une loi par juxtaposition (on dit aussi
concaténation) ; par exemple ¢(aba, abba) = abaabba. Ceci définit bien une loi sur G.



Remarque(s) 1.1.1. En général, tout comme dans les exemples ci-dessus, on utilise plutot
une notation « binaire » du type x % y,x 4+ y, xy, z X y pour désigner I'élément p(z,y).

1.1.2 Définition de groupe
Nous allons maintenant définir la notion de groupe.

Définition 1.1.2. Soit (G, %) un ensemble muni d’une loi. On dit que G est un groupe, si les
trois axiomes suivants sont vérifiés :
1. Il existe un élément e € G, appelé I'élément neutre de G tel que pour tout g € G :
gxe=exg=g.
2. Soit e un élément neutre pour G, alors pour tout élément s € G il existe un élément
t € G, que tel que s*t =1t % s =e; un tel élément est appelé un inverse de s.

3. Pour tout triplet (s,t,u) € G2 I’égalité suivante est vérifiée :
(sxt)xu=sx(t*xu);

on dit que la loi * est associative.
Si de plus, pour tout (s,t) € G2 on a I'égalité s *t = t * s on dira que (G, *) est un groupe
commutatif (ou abélien).

Comme nous allons le voir dans la propriété qui suit, le choix de I’élément neutre e pour
énoncer l’existence d’un élément symétrique est superflu.

Propriété 1.1.1. Soit (G,*) un groupe, alors on a les deux propriétés suivantes :
1. 1l existe un unique élément neutre dans G.

2. Tout élément s € G admet un unique inverse.

Démonstration. Soit e, ¢’ € G deux éléments neutres ; alors par définition pour tout g € G,
ona:exg=gkxe=getexg=gxe =g. En particulier, exe’ = e et exe’ = ¢’ ce qui montre
le premier point. Pour le deuxiéme point, soient s € G et t,t deux inverses de s. On a donc
les égalités : sxt =t*xs=-cet sxt' =t xs = e; on en déduit les deux égalités suivantes :
tx(sxt')=txe=tet: (txs)xt' =ext' =1.
Mais par la propriété d’associativité t * (s xt') = (tx s) xt' dout =+t O
Dans le méme ordre d’idée, pour vérifier que s est l'inverse de ¢ une seule égalité suffit.

Propriété 1.1.2. Soient (G, *) un groupe et (s,t) € G? tel que s*t = e, alorst s = e et
donc s =t~ 1.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition précédente, on calcule st x s de
deux fagons. D’'une part sxtxs = (s*t)xs=set sxt*xs=s%(t*xs). Dot s =sx*(t*s) et
on conclut en multipliant & gauche par s—1. Il

Exemple(s) 1.1.2. Parmi les exemples d’ensemble muni d’une loi, certains sont des groupes.

1. Tout ensemble muni d’un seul élément {e} avec la loi e xe = e est un groupe. Ce groupe
est appelé le groupe trivial.

2. L’ensemble des réels muni de 'addition est un groupe ; 0 est I’élément neutre et 'inverse
de x € R est I'opposé —z.
Par contre R muni de la multiplication n’est pas un groupe; 0 n’a pas d’inverse ; mais
I'ensemble R* = R\ {0} est bien un groupe avec 1 comme élément neutre. Ici on peut
remplacer R par n’importe quel corps comme Q ou C.
Pour un anneau A, la situation est légérement différente : les couples (A, +) et (A%, x)
sont des groupes, ou A* est I’ensemble des éléments inversibles de A pour la multipli-
cation, par exemple Z* = {+1}.



3. Si V est un espace vectoriel sur un corps K, alors I'addition est une loi de groupe
commutatif sur V.

4. Si X est un ensemble, alors I'ensemble E = End(X) muni de la loi de composition des
applications n’est pas un groupe ; mais le sous-ensemble de F des applications bijectives
de X dans lui-méme est bien un groupe pour cette loi. Cet ensemble sera noté Bij(X)
ou X x. L’élément neutre est 'application identité que ’on notera 1x, et l'inverse de
f € X x est application réciproque de f.

5. Les premiers exemples sont des groupes commutatifs (on dit aussi groupes abéliens) ;
par contre, si le cardinal de X est plus grand que 3 alors X x n’est pas commutatif (voir
I’exercice 4).

Remarque(s) 1.1.2. 1. En pratique, la notation x est rarement employée. En général,
la loi est notée avec un point, ou méme par simple juxtaposition (le produit de a par
b est noté ab). Dans ce cas, on peut aussi utiliser le symbole 1 pour l'unité. L’inverse
d’un élément a est noté a~! et si n est un entier positif, a” désigne le produit de a par
lui-méme n fois. En posant a™" = (a™!)", et a” = e on étend cette notation a tous les
entiers relatifs. Les relations usuelles sur les puissances entiéres pour R sont vraies dans
un groupe, a Savoir :

a"a™ = a"t" et (a")" = a"™.

On utilise aussi fréquemment le symbole +, mais I'usage de celui-ci est réservé aux lois

commutatives. Dans ce cas, on note 0 I’élément neutre et na la composition de a avec

lui-méme n fois.

2. Le cardinal de I'ensemble G s’appelle aussi l'ordre du groupe (G, *). On le notera ici :
Gl

3. Quelques régles de calculs. Soit G un groupe dont la loi est notée par concaténation et
d’élément neutre e. Voici quelques régles a retenir :

(i) Produits de n termes : soit (g1,...,9,) € G™, alors par associativité, dans le
produit (((---(g192)g3) - - )gn), on peut modifier a sa guise les parenthéses. Tous
ces produits sont égaux et seront notés gi ... gn.

(ii) Simplification & droite : pour tout (g, s,t) € G3, gs=ts & g=1t;
(iii) Simplification & gauche : pour tout (g,s,t) € G3, sg = st < g =t;

(iv) Inverse d'un produit : Pour tout (s,t) € G2, 'inverse du produit st est égal au pro-

duit t71s71. Plus généralement l'inverse du produit g; ... gn est égal & g, 1 ... g7 L

(attention & 'ordre des facteurs dans I'inverse).
1.1.3 Sous-groupe, morphismes, produit

Si G est un groupe, et H un sous-ensemble de G, on peut se demander si H lui-méme est
un sous-groupe (muni de la restriction de la loi sur G), ce qui conduit a la définition suivante.

Définition 1.1.3. Soient (G,*) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un
sous-groupe de G si H est non vide et si pour tout (s,t) € H?, on a st~ € H.

Remarque(s) 1.1.3. 1. La condition de stabilité peut étre découplée en deux conditions.
En effet il y a équivalence :

V(s,t) e H: st/ ' e H & (V(s,t)€ H? ste H)et (Vs€ H,s™' € H).

2. On peut donc paraphraser cette définition, en disant qu’une partie H de G est un
sous-groupe si H est non vide, stable par multiplication et par passage a 'inverse.



3. Si H est un sous-groupe, alors la restriction de la loi de G & H est bien définie et fait
de H un groupe d’élément neutre e, I’élément neutre de G.

Si on doit vérifier qu’'une partie H est un sous-groupe, il est pratique de regarder si
I’élément neutre e appartient & G. Si ce n’est pas le cas H n’est pas un sous-groupe;
si c’est le cas, on a montré que H est non vide et il reste & vérifier la stabilité de la
multiplication et par passage & 'inverse.

4. Pour montrer qu’'un ensemble est un groupe, trés souvent on montre que c’est un sous-
groupe. Voici un exemple typique : si on considére V' un espace vectoriel et G = GL(V)
I’ensemble des applications linéaires et bijectives de V' dans lui-méme, alors G est un
sous-ensemble de Xy, non vide puisqu’il contient I'identité, et comme la composée et
I'inverse d’une application linéaire sont des applications linéaires, G est un sous-groupe
de Yy, donc un groupe.

Comme pour les espaces vectoriels, la notion de sous-groupe se comporte bien par rapport
aux intersections. On a la propriété suivante :

Propriété 1.1.3. Soient G un groupe, I un ensemble et (H;);er un ensemble de sous-groupes
de G, alors : N;erH; est un sous-groupe de G.

Démonstration. Comme N;c;H; contient I'identité, cet ensemble est non vide.
Soit (x,y) € NierH;, alors comme chacun des H; est un sous groupe, pour tout ¢ € I, on
a:x € Hjety ' € H;, et donc Vi€l zy~' € Hy, cest a dire zy~! € Nier H;. O

Par contre, en général I'union de deux sous-groupes n’est pas un sous-groupe (voir 1’exer-
cice 7).

Gréce a cette propriété sur l'intersection de deux sous-groupes, nous allons pouvoir définir
le sous-groupe engendré par une partie. Commencons par un théoréme.

Propriété 1.1.4. Soit G un groupe et X une partie de G. Alors Uintersection de tous les sous-
groupes contenant X est l'unique plus petit (pour inclusion) sous-groupe de G contenant X .

Démonstration. Notons H l'intersection des sous-groupes contenant X. D’apreés la propriété
1.1.3, H est un sous-groupe. Soit H' un sous-groupe contenant X, alors par définition de H,
on a H C H'. On en déduit immédiatement 'unicité de H. O

On peut donc parler du plus petit sous-groupe de GG contenant X, on le notera < X >¢q.
En algébre linéaire ’espace vectoriel engendré par une partie peut étre défini de deux ma-
niéres : d’une part comme le plus petit sous-espace contenant cette partie, d’autre part comme
I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de la partie. Nous allons voir un analogue de
cette deuxiéme définition. Si X est une partie d'un groupe G, nous noterons X ~!, la partie
définie par : X! = {g~! | g € X}. Enfin si X est une partie de G, alors I’'ensemble des mots
sur I’alphabet X peut étre vu comme un élément de G si on remplace la juxtaposition par le
produit de G. Par convention, le mot vide correspond & 1’élément neutre de G. Par un abus
de notation, ces mots en X C (G, vus comme éléments de GG seront notés de la méme facon.
On a le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit X une partie d’un groupe G, alors le sous-groupe engendré par X est égal
a Uensemble des mots dans Ualphabet X U X L. Autrement dit,

<X>g=AM(XUX,

Démonstration. On vérifie tout d’abord que . (X U X ') est un sous-groupe. Soient x,y
deux éléments de . (X U X 1), alors il existe deux entiers n et m, deux suites d’éléments
de X : s1,...,8, et t1,...,t, et deux suites d’éléments de l'ensemble {+1} : e1,...,&, et



€hyyeh, tels que @ = s s et y = 1.ty Alors Tl =ttt et oyt =
5. .. 85ty ™ ...t * appartient & .#(X UX 1), Par minimalité de < X >, on a l'inclusion
< X >qC .#(X U X~1). Réciproquement, < X >¢ étant un sous-groupe qui contient X, il
contient tous les éléments de X ainsi que leur inverse, et tous les produits de ces éléments,

c’est & dire (X U X~1). O

Remarque(s) 1.1.4. Dans le cas ot X = {g}, les mots en l'alphabet {g,g~!} sont les
puissances de g. On en déduit que < g >= {¢™ | m € Z}.

Nous allons maintenant définir les applications entre deux groupes qui sont compatibles
avec les lois de ces deux groupes.

Définition 1.1.4. Soient (G, ), (K,.) deux groupes et f une application de G dans K. On
dit que f est un morphisme de groupe, si pour tout (s,t) € G, on a: f(sxt) = f(s).f(t).
Exemple(s) 1.1.3. Donnons quelques exemples.

1. Si E et F sont deux espaces vectoriels, et si f est une application linéaire de E dans F,
alors en particulier f est un morphisme de groupe pour 'addition sur F et F.

2. Si H est une partie de G, alors H est un sous-groupe de G si et seulement si ’application
inclusion de H dans G est un morphisme de groupe (exercice).

3. Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et G le groupe GL(V')
défini ci-dessus, on peut considérer I'application déterminant :

det : G — K*
A — det(A).
Rappelons que pour tout (A, B) € GL(V), on a det(AB) = det(A).det(B), ce qui se
traduit par : Papplication ci-dessus est un morphisme de groupe entre GL(V) et K*.
4. Soient G un groupe et g € G, alors I’application de G' dans lui-méme définie par ¢g4(s) =
gsg~! est un morphisme de groupe (exercice).
Voici quelques propriétés des morphismes.
Propriété 1.1.5. Soient G1, Go deuz groupes, f un morphisme de G1 dans Go ;
1. Si ey, es sont les éléments neutres respectifs de G1,Go alors f(e1) = es.
2. Si s € Gy alors f(s71) = f(s)7 L.
3. Si Hy un sous-groupe de Gy et Hy un sous-groupe de Ga, alors f(Hy) est un sous-groupe
de Gy est f~1(Hs) est un sous-groupe de G1.
Démonstration.
1. 1l suffit d’écrire f(e1) = f(ere1) = f(e1)?, et en simplifiant par f(e1) on obtient ey =
f(er).

2. En utilisant le point 1, et le fait que f soit un morphisme, on a :
es = fler) = f(ss™h) = f(s)f(s7).
Et donc f(s7!) est I'inverse de f(s), c’est a dire f(s=%) = f(s)~L
3. Tout d’abord puisque H; est non vide, f(H;) est également non vide ; soient sg,ts deux
éléments de f(Hp), on doit montrer que saty ! appartient a f(H;). Par définition de
f(Hy), il existe s1,t1 dans H; tels que f(s1) = s2 et f(t1) = to. D’autre part, comme f
est un morphisme de groupe et d’aprés les points précédents, on a les égalités :

soty = f(s1)f ()" = f(s) () = fsaty ).

Comme H7 est un sous-groupe 1’élément u; = sltfl € Hj et donc sztgl = f(uy)
appartient & Hs. La preuve de 'autre énoncé du point 3 est laissée en exercice.
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O

En particulier la pré-image de I’élément neutre ex € G2 est un sous-groupe. Dans le cas
d’une application linéaire, c’est un espace vectoriel noté ker f, on garde cette notation dans
le cas des morphismes de groupes, c’est a dire :

ker f ={g € G1 | f(g) = e2}.
Comme dans le cas linéaire, l'injectivité de f peut se caractériser par son noyau.

Propriété 1.1.6. Soient G1,Go deuz groupes et f un morphisme de G1 dans Go, alors f est
injective si et seulement si ker f = {e1}.

Démonstration. Si f est injective, alors la pré-image de tout élément de G2 est vide ou
réduite a un élément. Mais comme e; € ker f on a bien I’égalité {e;} = ker f. Réciproquement,
supposons que ker f = {e1}. Soit (s,t) € G2 tel que f(s) = f(t), alors on a f(s)f(t)~! = es.
Comme f est un morphisme de groupe, on a donc f(st™!) = eg, c’est & dire st~! appartient
aker f, et donc st™! =eq, i.e. s=t. U

Voici une propriété trés utile des morphismes bijectifs de groupes.

Propriété 1.1.7. Soient G1,Go deux groupes, f un morphisme bijectif de Gy dans Ga, alors
f~1 est un morphisme de groupe.

Démonstration. Soit (s2,t3) € G2, on doit montrer que f~1(s3)f 1(t2) = f~1(sat2). Pour
cela puisque f est bijective, il existe (s1,t1) € G2 tels que f(s1) = s et f(t1) = t2. On a les
égalités suivantes :

M (sat2) = fTH(f(s) f(t0) = FH(f(sat1)) = sata = [ (s2) f 7 (ta).

Vérifier que vous savez justifier chacune des égalités ci-dessus! O

Cette propriété est a rapprocher d’une propriété semblable en algébre linéaire : la réci-
proque d’une application linéaire bijective est linéaire. Mais ce type d’énoncé n’est pas vrai
dans tous les contextes. Par exemple, en topologie, la réciproque d’une application continue
bijective n’est pas forcément continue.

Concernant les morphismes de groupes, on retrouve la méme terminologie que pour les
applications linéaires. Un morphisme bijectif de groupe de G; dans G4 est appelé un isomor-
phisme. Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux groupes G et Go, on dit que les deux
groupes sont isomorphes. Ils ne sont pas forcément égaux en tant qu’ensemble, mais en tant
que groupe ils sont « identiques », c’est a dire que toutes les propriétés de G en tant que
groupe seront vraies pour G (et réciproquement). Par exemple si G est commutatif, G 1est
aussi, s'il existe un élément z1 € G tel que =7 = e alors il existe un élément x5 € G2 avec la
méme propriété, etc.

On rencontre aussi le terme endomorphisme pour désigner un morphisme de G dans lui-
méme. Et enfin un endomorphisme bijectif est un automorphisme. On notera Mor(G1, G2)
I'ensemble des morphismes de G; dans Gy et Aut(G) l'ensemble des automorphismes de G
dans lui-méme. Les morphismes définis dans 'exemple 1.1.3.4 sont des automorphismes (le
vérifier) ; on les appellent les automorphismes intérieurs de G. On note Int(G) = {4 | g € G},
I’ensemble des automorphismes intérieurs.

L’ensemble des automorphismes de GG est un groupe. On a en effet les propriétés suivantes.

Propriété 1.1.8. Soit G un groupe, on a les trois assertions suivantes.

(i) Soient v, deux automorphismes de G, alors @ o1 est un automorphisme de G.
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(i) Aut(G) est un groupe (pour la composition des applications).
(i1i) Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).
Démonstration.

(i) La preuve de ce point est laissée en exercice.

(ii) On va utiliser la méthode évoquée dans 'exemple 1.1.2. L’ensemble Aut(G) est un sous-
ensemble du groupe : Bij(G). Montrons que c’est un sous-groupe. Soient ¢, ¥ deux auto-
morphismes. Alors on a déja vu que ! est un automorphisme de G (voir la proposition
1.1.7). Ensuite, grace au point (i), ¢ o1 est un automorphisme de groupe.

(iii) On considére 'application suivante :

0 : G — Int(G)
g = Py
oil pour tout s € G, ¢,(s) = gsg~!. Alors d'une part, par définition Im © = Int(G) et

d’autre part © est un morphisme de groupe (le vérifier). Et donc par la propriété 1.1.5,
Int(G) est un sous-groupe.

O

Terminons cette section en introduisant la notion de produit de groupes.

Propriété 1.1.9. Soit n un entier naturel non nul, et soient n groupes :
(G1,%1), (G2,%2), ..., (Gpn, ).
Alors le produit cartésien [[;—, G; est un groupe pour la loi produit définie par :
(81,892, ..., 8n) * (t1,ta, ..., tn) = (81 %1 L1, 82 %2 ta, ..., Sy *p tn).

Pour cette loi de groupe, les n projections m; de [, G; dans G; sont des morphismes de
groupes.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

1.1.4 Rappels sur les relations d’équivalence

Soit X un ensemble ; une relation sur X est un sous-ensemble % C X x X. En général,
(z,y) € Z est noté x ~ y. On va ici s’intéresser aux relations d’équivalence.

Définition 1.1.5. Soit X un ensemble muni d’une relation ~. Cette relation sera appelée
relation d’équivalence si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La relation est réflexive : pour tout x € X z ~ =x.

2. La relation est symétrique : pour tout couple (x,y) € X2, x ~ y implique y ~ .

3. La relation est transitive : pour tout (z,y,2) € X3, x ~ y et y ~ z implique x ~ 2.

Exemple(s) 1.1.4. Voici quelques exemples de relations d’équivalences.

1. Sur tout ensemble X, on peut définir la relation telle que tout élément n’est en relation
qu’avec lui-méme (c’est la relation définie par 1’égalité).

2. Toujours sur un ensemble X quelconque, on peut définir la relation ot pour tout couple
(r,y) e X,z ~y.

3. Soit n un entier positif ou nul ; sur 'ensemble Z, on définit p ~ ¢ si et seulement si p—q
est un multiple de n (donc p = ¢ si n = 0). Cela définit bien une relation d’équivalence
(exercice).
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4. Si f est une application entre deux ensembles : f : X — Y alors on peut définir la
relation suivante sur X : x ~ y si et seulement si f(z) = f(y). C’est une relation
d’équivalence (exercice).

Si X est un ensemble muni d’une relation d’équivalence, et si € X alors on définit la
classe d’équivalence de x ou la classe d’équivalence passant par z le sous-ensemble de X défini
par

T={yeX|y~u}

On dit aussi que = est un représentant de la classe . Ces classes vérifient les propriétés
suivantes.

Propriété 1.1.10. Soit X muni d’une relation d’équivalence ~, soit (x,y) € X2, on a équi-
valence entre les propriétés suivantes :

(i) T=7;
(ii)) x €7 ;
(iii) y € T ;
() TNY #£0;
(v) x ~y.

Démonstration.

(i) = (i) Remarquons d’abord que puisque la relation est réflexive, x € Z. Donc si T = 7,
alors z € y et donc z ~ y.

(ii) = (iii) Six €7, alors x ~ y et donc par symétrie y € 7.

(7i1) = (iv) Siy €7, alors y € TN Y et donc TN Y est non vide.

(iv) = (v) Supposons que ZNY # (), alors il existe z € TNy, et donc par définition = ~ z et
Yy ~ z, et par les propriétés de réflexivité et de transitivité des relations d’équivalence,
on a bien x ~ y.

(v) = (i) Supposons x ~ y, et soit z € T, alors z ~ = et donc z ~ y, d’'out z € § et on a
T C y. Lautre inclusion se montre de la méme fagon.

[l

Rappelons que si X est un ensemble et que si & C Z(X) est un ensemble de parties
de X deux a deux disjointes qui recouvrent X, on dit que & est une partition de X. La
propriété précédente montre que ’ensemble des classes d’équivalence forme une partition de
X. Réciproquement, si on se donne une partition de X, alors on peut définir une relation
d’équivalence, en définissant x ~ y si et seulement s’il existe un sous-ensemble de X de la
partition qui contienne x et y.

On va maintenant donner un nom & cette partition définie par une relation d’équivalence,
c’est la notion d’ensemble quotient qui va nous étre trés utile pour la suite.

Définition 1.1.6. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence. L’ensemble quotient
X/ ~ est le sous-ensemble de &?(X) défini par :

X/ ~={Z|z e X}.
On définit ’application quotient :

T X = X/~
xr = T

D’aprés les remarques précédentes, I'application 7 est bien définie et surjective (exercice).

Exemple(s) 1.1.5. Reprenons maintenant les quatre exemples de relations d’équivalence
donnés précédemment et pour chacun d’eux calculer ’ensemble et ’application quotient.
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1. Siles éléments de X ne sont en relation qu’avec eux-méme, dans ce cas pour tout x € X,
on a T = {z} et 'application quotient est dans ce cas une bijection.

2. Si deux éléments quelconques de X sont en relation, alors la partition X/ ~ contient
un seul élément qui est X lui-méme.

3. Si m est un entier positif ou nul, et X = Z muni de la relation de congruence : p ~ ¢ si
et seulement si p — ¢ est un multiple de n. Alors la classe d’équivalence de p est définie
parp = {p+kn|, k € Z}; sin =0 les classes d’équivalence contiennent un seul élément,
et on se retrouve dans un cas particulier du premier exemple. Si n # 0, en utilisant la
division euclidienne de p par n, chaque classe contient un entier compris entre 0 et n— 1.
La partition réalisée par la relation d’équivalence est donc la suivante :

Z=0U1lU...Un—1.

et I'application quotient m(p) peut s’interpréter comme le reste modulo n de 'entier p.
Notons que 'on a fait le choix ici de représenter chaque classe par un entier compris
entre 0 et n — 1, mais on aurait trés bien pu choisir un autre paramétrage de 1’espace
quotient, par exemple les entiers entre n et 2n — 1.

4. Soit f de X dans Y, et la relation définie par x ~ y si f(z) = f(y). Alors la classe
d’équivalence T est ’ensemble des y qui ont la méme image que x. Rappelons que cet
ensemble s’appelle aussi la fibre de f passant par z. L’ensemble X/ ~ est donc ’ensemble
des fibres de f.

Remarquons que par définition de la relation si T = g, alors f(z) = f(y), ou autrement
dit Papplication f ne dépend pas du représentant choisi dans T, on peut donc définir
une application :
f X/~ - Y
T f)

Comme exercice, vérifier que f est une application injective.

La situation du dernier exemple ci-dessus conduit & considérer le probléme plus général
suivant. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~, soit g une application de
X dans un ensemble Y. Quand peut-on définir une application g par I'égalité : g(z) = g(x)?
Si g est quelconque, 'application § n’est pas bien définie, en effet on peut avoir T = 7 et
g(x) # g(y). Ce qui conduit & la définition suivante :

Définition 1.1.7. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~, soit g une appli-
cation de X dans un ensemble Y. On suppose que g est constante sur les classes d’équivalences
de ~, c’est a dire que Y(z,y) € X2, x ~ y = g(x) = g(y), alors il existe une application g de
X/ ~ dans Y définie par g(z) = g(x).

Lorsque la fonction g est définie, on dit que la fonction g « passe » au quotient. Terminons
cette section par un résultat dans le cas particulier ot 'ensemble X est de cardinal fini.

Propriété 1.1.11. Soit X un ensemble fini muni d’une relation d’équivalence ~, alors X/ ~
et toutes les classes d’équivalence de ~ sont de cardinal fini, et on a :

X[= Y [Cl.
CEX/n

Démonstration. Comme toutes les classes sont incluses dans X elles sont de cardinal fini,
et comme ces classes sont distinctes, il ne peut pas y en avoir un nombre infini. La deuxiéme
assertion est la simple conséquence du partitionnement de X par les classes d’équivalence. [

14



1.1.5 Rappels sur Z, ses sous-groupes, ses quotients

L’ensemble des entiers relatifs muni de ’addition est un groupe. On peut facilement donner
la liste de tous les sous-groupes de Z. Commengons par une remarque simple. Soit n € N,
alors ’ensemble nZ des multiples de n est un sous-groupe de Z. En effet, si p et ¢ sont deux
multiples de n, alors p — ¢ est évidemment un multiple de n. En fait il n’y a pas d’autres
sous-groupes de Z.

Théoréme 2. Soit H un sous-groupe de Z, alors il existe un unique entier n € N tel que
H =nZ.

Démonstration. Montrons 'existence de n : soit H un sous-groupe de Z; si H = {0}, alors
H = 0Z et c’est terminé dans ce cas. Supposons donc que H # {0}. On sait que si h € H
alors —h € H, donc H NN* # (), et soit n = min H N N*. Maintenant considérons h € H ;
effectuons la division euclidienne de h par n : il existe un couple (¢,7) € Z tel que 0 <r < n
et h = ng+r. Comme n € H, alors ng qui est la somme de n avec lui-méme ¢ fois est dans H,
et donc r = h — nq appartient & H également. Si r est non nul alors r € H NN*, ce qui améne
une contradiction entre la définition de n et la condition r < n. Donc r =0 et h = nq € Z.
L’unicité est laissée en exercice. O

Remarque(s) 1.1.5. Rappelons qu'il est facile de déterminer si deux tels sous-groupes de Z
sont inclus. En effet mZ C nZ si et seulement si n divise m (attention au sens).

Pour chaque sous-groupe de Z, nous allons définir une relation d’équivalence.
Définition 1.1.8. Soit n € N* et soit (p,q) € Z2, on pose p ~,, q si p — q € nZ.

Cette relation a déja été considérée (voir les exemples 1.1.4). L’ensemble quotient Z/ ~y,
que 'on note aussi Z/nZ est un groupe. En effet, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3. L’addition dans Z définit une loi sur Z/nZ, et Z/nZ muni de cette loi est un
groupe.

Démonstration. La loi + sur Z passe au quotient, en effet si p ~, p’ et si ¢ ~, ¢ alors
p+q ~, P +q', on peut donc définir : p+q = p + ¢. Ensuite, on vérifie facilement les propriétés
nécessaires & partir des propriétés sur Z. Par exemple pour ’associativité, si p, g, 7 sont trois
éléments de Z/nZ, on peut écrire :

Pro)+r =@+ a)+r=(p+q) +r=p+ (¢+7r) =ptq+r =p+G+7).
On vérifie ensuite que 0 est I’élément neutre et que si p € Z/nZ alors —p est son inverse
(exercice). O
Finissons cette section en rappelant un autre résultat vu ’année derniére, en donnant un

énoncé qui utilise la théorie des groupes.

Théoréme 4. Le théoréme des restes chinois. Soient n,m deux entiers non nuls et
premiers entre eux. Alors il existe un isomorphisme de groupes entre Z/nZ x Z/mZ et Z/nmZ.

Démonstration. Sil € Z et r € N*, dans cette preuve nous noterons Z{T} la classe de [
modulo 7. On définit 'application suivante :

U o Z — Z/nZxZL/mZ

NN Y
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Cette application est un morphisme de groupe. De plus, si Z{mn} = 5Umn} alors [ — s est
un multiple de mn donc de m et de n; on en déduit que ¥(l) = ¥(s). On peut donc définir
une application définie sur le quotient Z/nmZ :

U : Z/amZ — Z/nZ x Z]/mZ
i gt = e,

Cette application est un morphisme de groupe (car ¥ est un morphisme de groupe). Calculons
son noyau :

ker ¥ = {z{”m} 17 = ot e 7 = ﬁ{m}} .

Mais si un entier [ est divisible par deux nombres n et m premiers entre eux, alors il est
divisible par leur produit mn. Donc Z{mn} — 0™ ot T est injective. Comme les ensembles

de départ et d’arrivée sont de méme cardinal fini, ¥ est bijective, ce qui achéve la preuve. O]

Remarque(s) 1.1.6. 1. En fait le produit dans Z permet de définir une multiplication
dans Z/nmZ et dans Z/nZ x Z/mZ qui fait de ces deux groupes des anneaux. Et le
morphisme W ci-dessus est un morphisme d’anneau.

2. Par une récurrence trés simple, on peut étendre ce résultat au cas de r entiers ny,ns, ..., n,
premiers deux & deux.

1.1.6 L’ordre d’un élément, ordre et indice d’un sous-groupe

Rappelons qu’il est d’'usage dans la théorie des groupes d’appeler ordre d’un groupe G son
cardinal et que celui-ci est noté |G|. Définissons maintenant l'ordre d’un élément de G.

Définition 1.1.9. Soit G un groupe et g € G, on appelle ordre de g (noté o(g)) l'ordre du
groupe engendré par g, c’est a dire o(g) = | < g > |.

Evidemment 1’ordre d’un groupe ou d’un élément n’est pas forcément fini, on dit alors que
le groupe ou I’élément est d’ordre infini.

Exemple(s) 1.1.6. 1. Si G est quelconque alors son élément neutre e est d’ordre 1; en
effet on a < e >= e. Réciproquement, si g € G est d’ordre 1, alors < g >= {e} et donc
g est égal a e.
2. Soit X = {1,2,3}, G = ¥x et o I'élément de G qui échange 1 et 2 et qui laisse 3
invariant. Il est immédiat de vérifier que o = o~ et que pour tout m € Z, 2™ = e et
o2l = . On en déduit que < o >= {0" |n € Z} = {e,0} et o est d’ordre 2.

3. Soit G le groupe Z et m € Z; on a vu que si m = 0, alors il est d’ordre 1. Si m # 0,
alors < m >=|m|Z et m est d’ordre infini.

4. Soit G = Z/4Z, alors G a quatre éléments G = {0,1,2,3}. On a vu que 0 est I’élément
neutre de G donc d’ordre 1. Les éléments 1 et 3 sont d’ordre 4, et 2 est d’ordre 2

(exercice).

Nous allons voir maintenant une autre fagon de calculer 'ordre d’un élément. Commencons
par une remarque : soit G un groupe dont la loi est notée par simple concaténation, et soit
g € G, on a vu précédemment que pour tout (m,n) € Z, on a légalité : g™g" = g™*". Ceci
peut se traduire par la propriété qui suit.

Propriété 1.1.12. Soient G et g € G comme ci-dessus, et soit 1g l'application de Z dans G
définie par g(m) = g™. L’application 1y est un morphisme de groupe, et de plus Im1py =<
g>.
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Démonstration. Il reste & vérifier la deuxiéme assertion. Pour cela, on se souvient que < g >
est 'ensemble des mots en 'alphabet {g} et donc < g >= {¢" |n € Z}. O

Le noyau du morphisme 14 est directement li¢ a I'ordre de g. En effet, on a la propriété
suivante.
Théoréme 5. Soient G, g € G et 1y comme ci dessus. Soit n € N tel que ker g = nZ Alors
on a les assertions sutvantes :

(i) Si n = 0, alors Uapplication 1, est un isomorphisme de groupe entre Z et Imay ; si
n # 0 alors Uapplication g induit un isomorphisme entre Z/nZ et Im1,.

(i) On a ker(vpy) # {0} si et seulement si g est d’ordre fini et dans ce cas on a n = o(g).

Démonstration.
(i) Sin =0, alors ker1, = {0} et I'application 14 est injective, d’ott I'assertion.
Si n # 0, alors considérons 'application suivante :

by Z/nZ — <g>
m = hg(m).

Cette application est bien définie; en effet si m = [, alors m — [ est un multiple de n,
c’est a dire qu’il existe un k € Z tel que | = m + kn, mais alors :

g(l) = wg(m + kn) = g(m)1pg(n)* = vy (m)

puisque n € kery et donc 14(n) = e.

Cette application est surjective, puisque < g >= {¢™ |m € Z}.

Son noyau est réduit a {0}, en effet si ¢, (M) = 1y(m) = e, alors m € kerp, et donc
m = 0, cette application est donc bijective.

Finalement, c’est un morphisme de groupe. En effet soit (m,[) € Z2, alors :
YoM +1) = g(m+1) = g(m+1) = Yg(m)hy(l) = ¢y (M)Py(1).

L’application @g est donc un isomorphisme entre Z/nZ et Im, =< g >.

(ii) Si kerv, # {0}, alors grace au point précédent, on a :
olg) =|<g>|=|Z/nZ| =n.

Réciproquement si ker 1)y = {0}, alors dans ce cas I'application 1), est injective et on a
un isomorphisme entre Z et < g >, et g est d’ordre infini.

O

A partir de cette caractérisation de l'ordre d’un élément, on peut en obtenir quelques
propriétés.

Propriété 1.1.13. Soient G un groupe et g un élément de G d’ordre fini égal a n. On a les
Propriétés suivantes.

(i) Si g™ = e, alors n divise m ;

(1) n = min{m € N* tel que g™ = e}.
Démonstration.

(i) D’aprés la propriété précédente, ker ¢, = 0(g)Z; soit m tel que g™ = e, par définition
de kerv, on a donc m € ker,, et comme ker, est un groupe on a l'inclusion mZ C
ker 1, = 0(g)Z ce qui implique n | m d’aprés la remarque 1.1.5.
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(ii) II suffit de remarquer que n est le plus petit multiple positif non nul de n.

O

Remarque(s) 1.1.7. 1. Attention & la conclusion du du point (7) : une erreur classique
est d’écrire que si g™ = e, alors g est d’ordre m ce qui évidemment faux.
2. Par contre si on montre qu’il existe n un entier tel que ¢g"”* = e si et seulement m est un

multiple de n, alors par définition n est égal & 'ordre de g.

L’application 1, permet de classer a isomorphismes prés les groupes qui sont engendrés
par un seul élément. Commencons par définir ces sous-groupes.

Définition 1.1.10. Soit G un groupe. S’il existe g € G tel que G =< g >, on dit que G est
monogéne. Si de plus G est d’ordre fini, on dit que G est cyclique.

Propriété 1.1.14. Soit G un groupe monogéne ; alors si G est d’ordre infini, G est isomorphe
a7 et si G est cyclique, alors il existe n € N* tel que G est isomorphe o Z/nZ.

Démonstration. Soit g € G tel que G =< g > alors on a égalité : Im¢, = G et donc si g
est d’ordre infini, 1), est un isomorphisme entre Z et G, et si g est d’ordre fini égal a n, 14 est
un isomorphisme entre Z/nZ et G. O

Exemple(s) 1.1.7. Toutes les assertions de cet exemple sont & montrer en exercice.
Soit n € N*; on définit 'ensemble des racines n-iémes de I'unité :

U,={z€C|z"=1}.

L’ensemble U, est un sous-groupe de C* de cardinal n, de plus il est engendré par 1’élément
i

exp(=7) et donc Uy, est isomorphe a Z/nZ.

1.1.7 Le théoréme de Lagrange

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Lagrange. Soient G un groupe
et H un sous-groupe, nous allons commencer par définir une relation d’équivalence sur G.

Définition 1.1.11. Soit H un sous-groupe de G, on définit la relation suivante : pour tout
(s,t) € G2, s ~p t si et seulement si st~ € H.

Propriété 1.1.15. La relation ~pg est une relation d’équivalence.

Démonstration. On vérifie les trois propriétés qui définissent une relation d’équivalence.
D’abord comme ss~! = e € H, la relation est réflexive. Ensuite si s ~y t alors st™' € H,
mais H étant un sous-groupe, ts~' € H et donc t ~p s, la relation est symétrique. Enfin si
s~ytett~pyu, alors st™! € Hettu ' € H, mais alors st 'tu™! =su™! € H, i.e. s ~g u,
la relation est transitive. O

On peut maintenant définir I'indice de H dans G.

Définition 1.1.12. Soient G un groupe, H un sous-groupe et ~ g la relation définie ci-dessus.
Alors le cardinal de G/ ~p est appelé I'indice de H dans G. Cet indice est noté [G : HJ.

La preuve du théoréme de Lagrange repose essentiellement sur la propriété qui suit.

Propriété 1.1.16. Soit C. la classe d’équivalence passant par lidentité et C' une autre classe
d’équivalence ; alors Co = H, et il existe une bijection entre Ce et C'. En conséquence, toutes
les classes d’équivalence ont donc le méme cardinal que celui de H.
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Démonstration.
Soit C. la classe d’équivalence contenant l'identité. Si ¢t € C., alors par définition t ~g e
et donc te™! =t € H. Et donc C, C H. Réciproquement si t € H alors te™' € H et t ~ e.
Soit C' une classe d’équivalence (qui est non vide par définition), et soit s € C. Alors on définit
I’application suivante :
e : C. - G
h +— hs

On vérifie d’abord que Im ©® = C'. C’est une simple traduction, en effet :
tcImO < (Ghe H)telquet=hs<ts '=hcHat~ygsateC.

On peut donc considérer I'application ©® comme une application de C, dans C. Par définition
elle est surjective. Solent maintenant h et h’ tels que ©(h) = O(h') alors hs = h's, et donc
h = h' et © est bijective. O

Théoréme 6. Théoréeme de Lagrange.
Soient G un groupe fini et H un sous-groupe. Alors l'ordre et l'indice de H sont finis et
on a l’égalité :

¢l = =G : H).

En conséquence |H| et |G : H| divise Uordre de G. En particulier l’ordre de tout élément de

G divise lVordre de G.

Démonstration. Comme H C G, H est de cardinal fini. De méme, il y a un nombre fini de
classes d’équivalence de ~p dans G et donc [G : H] est fini. Ensuite, la propriété 1.1.11 sur
les relations d’équivalence permet d’écrire :

Gcl="> 1ol

CEG/NH

Mais on a vu que toutes les classes avaient le méme cardinal que le cardinal de H, et
donc la somme ci-dessus est simplement la somme de [G : H] termes égaux a |H|, soit
|G| = |H|[G : H]. La derniére remarque provient de la propriété 1.1.13 qui affirme que l'ordre
d’un élément est égal & 'ordre du groupe engendré par cet élément. (I

Avec I’aide de ce théoréme, on a maintenant un outil puissant pour commencer a classifier
les groupes d’ordre finis. Par exemple, il est maintenant facile de montrer que les groupes
d’ordre un nombre premier sont cycliques, ou bien qu’il existe, & isomorphisme prés deux
groupes d’ordre 6 (exercice).

Pour les groupes d’ordre 8 la situation est un peu plus compliquée : vous verrez dans
I’exercice 34, qu’a isomorphisme prés, il y a trois groupes commutatifs distincts et deux
groupes non commutatifs d’ordre 8. L’un de ces groupe est le groupe des quaternions que
nous allons maintenant définir. Considérons les quatre éléments suivants de Mata(C) :

o (o) (B ) ()

Définition 1.1.13. On définit ’ensemble suivant :
Qs ={£1,+I,+J,£K}.

On vérifie par un simple calcul que I? = J? = K? = —1 et que IJ = —JI = K ; de ces
égalités on déduit que les trois éléments I, J et K sont d’ordre 4 et que Qg est un groupe non
commutatif d’ordre 8.
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1.1.8 Exercices

Exercice 1 (e)
Pour une partie H d’'un groupe G montrer 1’équivalence :

V(s,t)e H?, st7' e H & (V(s,t)€ H?, ste H) et (Vs€ H,s™1 € H)

Exercice 2 (¢
Parmi les paires (G, ) ci-dessous, déterminer celles qui sont des groupes :
(i) Q% z-y=uay;
(i) {2"|n € Z}, z -y =uay;

(iii) {11122’: |n,meZ}, x-y=uxy.

Exercice 3 ()
On considére 'ensemble E des matrices carrées & coefficients réels de la forme

a 0 v
(b 0), ac€R”, beR

muni du produit des matrices.
(i) Montrer que E est ainsi muni d’une loi de composition interne associative.
(ii) Déterminer tous les éléments neutres a droite de E.
(iii) Montrer que E n’admet pas d’élément neutre a gauche.
)

(iv) Soit e un élément neutre a droite. Montrer que tout élément de E posséde un inverse a
gauche pour cet élément neutre, i.e.

Vge E JheE hg=ce.

Exercice 4 ()

Déterminer (& isomorphisme prés) tous les groupes d’ordre < 5 (On fera cet exercice sans
utiliser le théoréme de Lagrange). En déduire qu’un groupe non commutatif posséde au moins
6 éléments. Montrer que le groupe symétrique X3 est non commutatif.

Exercice 5 (¢)
Soit G un groupe dans lequel tout élément x vérifie 22 = e. Montrer que G est commutatif.

Exercice 6 (¢)

Montrer que dans un groupe G, toute partie X non vide finie stable par la loi de compo-
sition est un sous-groupe (Si x € X, considérer [’ensemble des puissances de x. )

Donner un contre-exemple a la propriété précédente dans le cas d’une partie infinie.

Exercice 7 ()
Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Montrer que H U K est un sous-groupe
de G si et seulement si H C K ou K C H.

Exercice 8 (¢)
Soit G un groupe tel que I'application z — x~
commutatif.

! soit un morphisme. Montrer que G est

Exercice 9 (¢
Montrer que Iapplication exponentielle exp : (R,+) — (R%, X) est un isomorphisme de
groupes. Qu’en est-il de I'application exp : (C,+) — (C*, x)?

20



Exercice 10 (¢
Sur R?, on considére la relation suivante : (a, b) ~ (c, d) si et seulement si : a®+b? = c2+d>.

(i) Montrer que la relation ci-dessus est une relation d’équivalence.
(ii) Décrire les classes d’équivalence.

(iii) Décrire géométriquement ’espace quotient.

Exercice 11 (¢
Soit G un groupe d’ordre pair. Montrer qu’il existe un élément z € G, z # e tel que

22 = e. (Indication : considérer la partition de G en sous-ensembles du type {z,z7'}.)

Exercice 12 (¢)
Montrer qu’un groupe fini dont ’ordre est un nombre premier est cyclique.

Exercice 13 (¢
Soit G un groupe. Soient a et b deux éléments de G. Montrer que si ab est d’ordre fini,
alors ba l'est également et son ordre est celui de ab.

Exercice 14 (¢
Soient G un groupe et H et K deux sous-groupes de G. On note HK := {hk | h € H, k €
(i) Montrer sur un exemple dans G = X3 qu’en général les ensembles HK et K H ne sont
pas égaux et ne sont pas des sous-groupes de G.

(ii) Montrer que H K est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.
[H| - |K]|
|[HNK|
Indication : on pourra définir une application surjective de H x K dans HK, puis
dénombrer les éléments dans les classes d’équivalence de la relation induite par cette
application.

(iii) Montrer que si H et K sont finis alors |HK| =

Exercice 15 (¢)
Déterminer tous les sous-groupes de Qg (voir la définition 1.1.13).

Exercice 16 (¢)
Soit GG un groupe, e ’élément neutre de G, et z € G un élément d’ordre fini r.
(i) Montrer que pour tout m € Z on a 2" = e si, et seulement si, r divise m.
(ii) Montrer que pour tout n € Z 'ordre de I’élément z™ est égal a r/d, ou d = pged(r,n).

(On pourra commencer par montrer que l'ordre de x" divise r/d.)

Exercice 17 (a)(d’aprés une partie du sujet du contrdle continu 2018-2019)

(i) Soit G un groupe d’ordre fini n, et Hy, Hy deux sous-groupes de G méme ordre un
nombre premier p. Quelle peut étre U'intersection Hy N Ha ?

(ii) Soit G un groupe d’ordre cyclique d’ordre 35, montrer que G contient un élément d’ordre
5 et un élément d’ordre 7.

(iii) Montrer que I'assertion ci-dessus reste vraie si G est d’ordre 35, mais non forcément
cyclique.
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1.2 Actions de groupes, ensembles quotients

Définition 1.2.1. Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit sur X (ou que
X est un G-ensemble) s'il existe une application ¢ de G x X dans X telle que :

(i) pour tout xz € X, p(e,z) =x;
(ii) pour tout (s,t) € G? et pour tout z € X, on a : p(st,z) = ¢(s, p(t, x)).

Remarque(s) 1.2.1. 1. Nous allons dans ce cours plutét utiliser la notation g.x pour
©(g, ). Avec cette notation, les axiomes de la définition deviennent : pour tout x € X
et pour tout (s,t) € G2, e.x = x et s.(t.z) = (st).x.

2. Nous avons en fait défini la notion d’action & gauche. On peut aussi définir la notion
d’action a droite. Par souci de simplification, nous considérerons ici uniquement des
actions a gauche.

Donnons maintenant des exemples.

Exemple(s) 1.2.1. 1. Si G est un groupe et X un ensemble, on peut toujours définir une
action de G sur X en posant pour tout (g,z) € G x X, g.x = x. Ceci définit bien une
action (le vérifier), on dit que c’est 'action triviale.

2. Soient E un espace vectoriel et & un espace affine de direction E, alors & tout couple
(v, P) € E x & on peut associer le point Q = P + v (la translation de vecteur v). Ceci
définit une action du groupe additif sous-jacent & F sur &.

3. Si G est un groupe et H un sous-groupe, alors on peut définir trois actions de H sur
G : par multiplication a droite, par multiplication a gauche et par conjugaison. On
différencie ces trois actions par un indice sous le point, avec la convention suivante : -y
pour gauche, § pour droite et x pour la conjugaison.

(i) L’action de H sur G par multiplication & gauche (on dit aussi par translation &
gauche) est définie en posant pour tout (h,g) € H x G, h.,g = hg.

a2

(ii) L’action de H sur G par multiplication & droite (on dit aussi par translation
droite) est définie en posant pour tout (h,g) € H x G, h.sg = gh™ L.

(iii) L’action de H sur G par conjugaison est définie en posant pour tout (h,g) € H X G,
h..g = hgh™.

Comme exercice, vous vérifierez que chacun des trois exemples ci-dessus est bien une

action, ce qui vous permettra notamment de comprendre la nécessité de considérer

I'inverse pour l'action par multiplication & droite.

4. Si G agit sur X et si H est un sous-groupe de G alors par restriction, H agit sur X.

5. Soient X un ensemble et G = Bij(X) alors G agit sur X, en posant pour tout (g,z) €
G x X, g.x = g(x). Cela est bien défini puisque si g € G, alors par définition g est une
application (bijective) de X dans lui-méme.

6. Soit V un espace vectoriel sur un corps K, alors le groupe GL(V') agit sur V par res-
triction de laction de Bij(V') sur V définie ci-dessus.

A partir d’une action de G sur un ensemble X, on peut définir une relation d’équivalence.

Propriété 1.2.1. Soient G un groupe et X un ensemble sur lequel agit G, alors la relation
sur X définit parV(x,y) € X2, x ~y < Jg € G tel que g.x = y est une relation d’équivalence.

Démonstration. D’aprés la premiére propriété d’une action de groupe, pour tout x € X
e.x = x et donc la relation est réflexive.
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Si x ~ y, alors il existe g € G tel que g.x = y mais alors, d’aprés la deuxiéme propriété
d’une action de groupe : g7ty = g 1.(g9.2) = (g7 'g).xz = x ; la relation est donc symétrique.

Pour finir si z ~ y et y ~ z alors il existe (s,t) € G? tel que y = s.z et z = t.y. On en
déduit (ts).x = t.(s.x) = t.y = z et donc z ~ x, ce qui montre la transitivité. O

Lorsque G agit sur X, les classes d’équivalence sont appelées les orbites de G dans X.
L’orbite passant par un point x € X sera noté O, ; par définition, on a :

Oz ={g.x|g € G}.

On trouve aussi la notation G.x pour O,. La propriété qui suit est une simple, mais utile
traduction de la propriété 1.1.10 dans le cas particulier de la relation d’équivalence induite
par 'action d’un groupe.

Propriété 1.2.2. Soient G un groupe et X un ensemble muni d’une action de G, soit (z,y) €
X2, on a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) Oy = Oy ;

(i) x € Oy ;

(iii) y € Oy ;

(v) Oz N Oy #0;

(v) x ~y.

L’ensemble des orbites réalisent donc une partition de X, cette partition est appelée le

quotient de X par G, quotient noté X/G. Comme dans le cas des relations d’équivalence, on
deéfinit application quotient 7 de X dans X /G, qui a tout € X fait correspondre m(x) = O,.

A tout x € X, on associe 'ensemble suivant : G, = {g € G| g.x = x}. Cet ensemble est
un sous-groupe de G ; on a en effet la propriété qui suit.

Propriété 1.2.3. Soient X un ensemble et G un groupe agissant sur X, alors pour tout
x € X lensemble G, est un sous-groupe de G. Ce groupe est appelée le stabilisateur de x ou
le sous-groupe d’isotropie en x.

Démonstration. Cette preuve est laissée en exercice. O

On va voir qu’une action d’un groupe G sur un ensemble X est équivalent & se donner un
morphisme de G dans Bij(X).

En effet, d’une part si p est un morphisme de groupe de G dans Bij(X), alors G agit sur
X, en posant : g.x = p(g)(z). (Il est immeédiat de vérifier que cela définit bien une action).

D’autre part si G agit sur X, alors on peut définir une application p de G dans Bij(X) en
posant : p(g)(z) = g.z. On a la propriété suivante :

Propriété 1.2.4. Dans la situation précédente, l'application p est un morphisme de groupe.
Démonstration. Soit (s,t) € G2, alors pour tout = € X, on a les égalités suivantes :
p(st)(z) = (st).x = s.(t.x) = s.p(t)(x) = p(s) o p(t)(x).

La deuxiéme égalité se déduit de la seconde propriété vérifiée par une action de groupe; les
autres proviennent de la définition de p. On a donc p(st) = p(s) o p(t), 'application p est bien
un morphisme. O

Propriété 1.2.5. Soient X un ensemble et G un groupe agissant sur X et soit p le morphisme
de G dans Bij(X) associé, alors on a l’égalité :

kerp = ﬂ Gy.

zeX
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Démonstration. Soit g € G ; I'égalité provient des équivalences suivantes :

g€ m Gy eVreX, gr=xoVre X, plg)(r)=z<plg) =1x & g € kerp.
zeX

O

Voici maintenant un peu de vocabulaire. Soient X un ensemble et G un groupe agissant
sur X.

Soit x € X, si pour tout g € G, on a g.x = x, on dit que = est un point fixe pour I'action
de G (on dit aussi que z est invariant). L’ensemble des points fixes de X est noté X¢. Plus
généralement si H est une partie de G (pas forcément un sous-groupe), on note X H Pensemble
des éléments invariants par H, c’est & dire :

XH ={zx e X|Vhe H, ha=2a}.
Par définition on a égalité :
XY = {2z € X tel que |O,] =1}

(exercice).

Soit Y une partie de X. On dit que Y est stable par G (ou G-stable), si pour tout
(9,y) € GXY, gy € Y. Remarquons que les orbites sont les « atomes » des parties G-stables,
au sens qu’une orbite est G-stable et qu’une partie G-stable est une union d’orbites. En
particulier si Y ne contient que des points fixes, alors Y est stable. Mais il peut exister des
parties G-stables dont les éléments ne sont pas tous invariants.

Soit Z un autre ensemble muni d’une action de G et ¥ une application de X dans Z.
On dit que ¥ est équivariante (ou un G-morphisme), si pour tout (g,z) € G x X, on a :
U(g.z) = g.V(z).

Si X contient une seule orbite, on dit que G agit transitivement sur X.

Si pour tout z, le sous-groupe d’isotropie en x est réduit a I’élément neutre, on dit que G
agit librement ou que I'action de G sur X est libre.

Lorsque le morphisme p défini ci-dessus est injectif, on dit que 'action est fidéle, on trouve
aussi parfois le terme d’action effective.

Grace a la propriété 1.2.5, on constate que si I'action est libre, alors elle est fidéle, mais la
réciproque est fausse (voir les exemples ci-apres).

Exemple(s) 1.2.2. 1. L’action de G sur lui-méme par multiplication a droite est une
action fidéle, libre et transitive, de plus G¢ = {e}. Et on a exactement les mémes
propriétés pour l'action de G sur lui-méme par multiplication a gauche.

2. Le groupe GL(V) agit fidélement sur I'espace V. Le groupe G a deux orbites dans V' :
{0} et V' \ {0}. Cette action n’est pas libre et on a 'égalite VEHY) = {0}.
1.2.1 Etude détaillée des trois actions d’un sous-groupe H sur G.
On rappelle que dans la situation ott H est un sous-groupe de G, on a défini trois actions
de H dans GG. Nous allons les étudier plus précisément ici.
L’action par conjugaison

Commengons par 'action par conjugaison. Par souci de simplification, on va supposer
H = G ; l'action est définie de la facon suivante : pour tout (s,t) € G2, s..t = sts~!. Sit € G,
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orbite de t € G pour cette action s’écrit O(t) = {sts™'|s € G}; on I'appelle la classe de
conjugaison de t. Le stabilisateur d’un élément t € G s’écrit :

Gi={scG|sts' =t}

C’est donc I'ensemble des éléments qui commutent avec ¢, on I’appelle le centralisateur de ¢
dans G et on le note Z(t).

Cette action n’est pas fidéle en général, son noyau est appelée le centre de GG, on le note
Z(G) et comme d’apreés la propriété 1.2.5 il est égal a l'intersection de tous les stabilisateurs,
on a l’égalité :

Z(G)={s € G|Vt €@, sts" ' =t}.

Le centre de G est donc ’ensemble des éléments de G qui commutent & tous les éléments de
G.

Notons que Z(G) est également 'ensemble des points fixes de G, c’est & dire Z(G) = G©.
L’origine de cette double interprétation de Z(G) provient du fait que nous sommes ici dans une
situation particuliére ou G est & la fois le groupe qui agit et I’ensemble X muni de 'action de
G. Dans la premiére définition Z(G) est défini comme un sous-groupe de G ; dans la deuxiéme
définition Z(@G) est un simple sous-ensemble de G.

Rappelons que dans le cas ou le groupe est commutatif, cette action par conjugaison est
triviale. Les classes de conjugaison sont réduites & un élément, le centralisateur de tout élément
et le centre de G sont égaux a G.

Pour finir avec cette action, notons qu’elle peut s’étendre & I'ensemble ¢ des sous-groupe
de G. En effet, si s € G et H est un sous-groupe de G, alors I’ensemble suivant :

sHs ' = {shs™'|h e H}
est un sous-groupe de G (le vérifier). On en déduit une action de G sur ¢ définie comme suit :

GxY — 9
(s, H) + sHs™ '~

Cette action va permettre d’associer a tout sous-groupe H deux sous-groupes de G. Tout
d’abord le stabilisateur de H pour ’action ci-dessus qui est appelé le normalisateur de H dans
G'; il est défini par :

Nor(H) = {s € G|sHs ' = H}.

On définit également le centralisateur de H dans G (noté Z(H)) comme ’ensemble des
points fixes de H :
Z(H)=G" = {s € G|Vh € H,hsh™! = s}.

Les éléments de GH sont donc les éléments de G qui commutent avec tous les éléments de H.
On vérifie directement que Z(H) et H sont des sous-groupes de Nor(H).

L’action par multiplication a gauche

Rappelons que si H est un sous-groupe de GG, on a défini ’action suivante de H sur G :

HxG — G
(h,t) +— hat=ht

Pour cette action, I'orbite contenant I’élément t € G s’écrit :

O] ={ht|h € H} = Ht.
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Ces orbites s’appellent les classes a droite de H dans G (I'inversion des termes entre droite
et gauche peut paraitre surprenante, mais 1'usage s’est imposé dans ce sens). Rappelons qu’a
une action, on peut associer une relation d’équivalence. Ici cette relation s’écrit, pour tout
(5,t) € G2, s ~p~ t si et seulement si s € Ht que I'on peut re-écrire st~ € H.

On reconnait ici la relation d’équivalence utilisée pour démontrer le théoréme de Lagrange !
Par conséquent, si on note G/7H 1’ensemble quotient pour cette action, alors ce quotient qui
est donc égal 'ensemble des classes a droite est aussi égal a I'ensemble G/ ~pg vu dans la
propriété 1.1.16. Il y a donc [G : H| classes a droite, et dans le cas ou H est fini, chacune
d’elles contient le méme nombre d’éléments, & savoir le cardinal de H.

Les classes a droites étant des classes d’équivalence, on peut traduire la propriété 1.1.10
sur les conditions d’égalité de deux classes dans ce cas particulier.

Propriété 1.2.6. Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et (s,t) € G2, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Ht = Hs;
(ii)) t € Hs;
(iii) s € Ht;
(iv) HtN Hs # ()

(v) s et t sont dans la méme orbite pour laction par multiplication & gauche de H dans G.

L’ensemble G /7 H de toutes les classes a droite est muni d’une action du groupe G, (action
qui provient de 'action de G sur lui-méme par multiplication a droite).

GxG/'H — G/'H
(9, Hs) = Hsg™ "~

En exercice, vérifier que cette action est transitive et que le stabilisateur de la classe
eH = H est le groupe H lui-méme.
L’action par multiplication a droite

Cette action est définie par :

HxG — G
(h,t) > hgst=th™ 1"~

Pour cette action, I'orbite passant par I’élément t € G s’écrit :
O} ={th™'|h € H} = {th|h € H} = tH.

Ces orbites s’appellent les classes a gauche de H dans G et I'ensemble quotient G/°H est
I’ensemble de toutes les classes a gauche. On a ’équivalent de la propriété 1.2.6 sur 1’égalité
des classes et on a également une action du groupe G sur ’ensemble des classes a gauche :

GXG/(SH — G/5H
(g,sH) —  gsH ~’

et comme pour les classes a droite, cette action est transitive, et I'isotropie de la classe H est
H lui-méme.
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Comparaison des classes & gauche et a droite

Une question naturelle & ce stade est de se demander si la classe & droite Hs et la classe a
droite sH sont égales. Evidemment si le groupe est commutatif c’est le cas, mais ce n’est pas
toujours vrai, comme on le verra plus tard. Pourtant les deux ensembles quotients G/7H et
G/ 9 H ne sont pas vraiment différents. Pour les comparer nous allons introduire la notion de
G-isomorphisme.

Définition 1.2.2. Soit G un groupe et soient X, Y deux ensembles munis d’une action de G.
On dit que X et Y sont G-isomorphes s’il existe une application © de X dans Y bijective et
G-équivariante.

Remarque(s) 1.2.2. (i) On peut faire la méme remarque que dans le cas de deux groupes
isomorphes : si deux ensembles sont G-isomorphes, ils ne sont pas égaux, mais les pro-
priétés liées a 'action de G sont exactement les mémes sur les deux ensembles.

(ii) II est facile de montrer que si © est un G-isomorphisme alors I'application réciproque
O~ ! est également G-équivariante, et donc un G-isomorphisme. Ceci est similaire a la
propriété 1.1.7 que l'on a rencontrée au sujet des morphismes de groupes bijectifs.

Propriété 1.2.7. Les ensembles quotients G/VH et G/°H sont G-isomorphes.

Démonstration. C’est 'inversion dans le groupe qui va permettre de définir ’application
recherchée. Pour définir cette application, nous avons besoin d’un premier résultat. Soit (s, t) €
G?, alors si sH = tH, on a Hs™! = Ht™'. En effet, si sH = tH, alors s € tH, et donc
s7l e Ht 1, soit Hs™! = Ht!. Le méme raisonnement montre que si Hs = Ht, alors
sT'H =t7'H. Ces deux remarques permettent de définir deux applications :

©: G/°H — G)'H
sH +— Hs™!

et
v: G'H — G/)°H
Hs +— s 'H -

Ces deux applications sont évidemment réciproques I'une de I'autre, ce sont bien des bijections.
Il reste & vérifier que © est équivariante. Soit (g, s) € G2, alors d'une part, on a :

O(g.sH) = O(gsH) = Hs 'g~!

et d’autre part :
g.0(sH) =g.Hs ' = Hs 'g7 1.
On a bien égalité entre ces deux termes et © est équivariante. O

Pour alléger les notations, j'utiliserais la notation simplifiéce G/H qui par convention dé-
signera G//9H c’est & dire 'ensemble des classes a gauche :

G/H ={gH |g € G}.

Nous allons voir maintenant que chacune des orbites d’une action d’'un groupe est G-
isomorphe a un ensemble G/H.

Propriété 1.2.8. Soient X un ensemble et G un groupe agissant sur X ; soient x € X, G
et O, respectivement le stabilisateur de x et lorbite passant par x. Alors les ensembles G /G,
et Oy sont G-isomorphes.
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Démonstration. On commence par définir ’application ¥ suivante :

v: G — O,
g — gx

Cette application est surjective par définition. Elle est G-équivariante ot G agit sur lui-méme
par multiplication & gauche :

s.U(g) = s.(g.x) = (sg).x = ¥(sg) = ¥(s.9).

Comme G stabilise z, pour tout (g, ¢’) € G2 si gG, = ¢'G,, alors ¥(g) = ¥(g'), I'application
¥ passe au quotient, et il existe donc une application :

U: G/Gy — O,
gG, — gx

L’application ¥ hérite de ¥ les propriétés de surjectivité et de G-équivariance. Il reste a
vérifier que U est injective. Soit (g, ¢’) € G2 tel que ¥(gG,) = ¥(¢'G,), alors g.x = ¢'.x, c’est
a dire ¢~ lg.x =z, et donc ¢'"'g € G, d'ott g € ¢'G et ¢G, = ¢'G,. O

Une conséquence de cette propriété est que le cardinal de I'orbite passant par x € X est
égal au cardinal de G/G,, (c’est a dire [G : G,]) et ce cardinal ne dépend donc pas de  mais de
l'orbite & laquelle il appartient. Rappelons que si G est fini alors [G : G;] = |G/Gz| = |G|/|Gl.

Voyons une simple application de cela dans I’exemple qui suit.

Exemple(s) 1.2.3. Reprenons la derniére question de l'exercice 14. Il s’agit de montrer que
si H et K sont deux sous-groupes finis d’un groupe G, alors

[H||K]

HK| = —771—.
| | |H N K|

Pour cela, on définit une action du groupe produit H x K sur HK :

HxKxHK — HK
(hk,WE)  — hWEEL

On vérifie que cette action est transitive, en effet e € HK et V(h,k) € Hx K, (h,k~1).e = hk,
et donc tous les éléments de HK sont dans la méme orbite que e. Calculons maintenant
Iisotropie du point e :

(H x K)o = {(h,k)|hk™' = e} = {(h,h|h € HN K)}.

Ce groupe d’isotropie est donc isomorphe & H N K, on en déduit immédiatement ’égalité
demandée.

Le résultat de la propriété 1.2.8 va étre également utilisé pour écrire I’équation aux classes
qui permet de calculer le nombre d’éléments d’un ensemble fini X muni d’une action d’un
groupe.

Théoréme 7. Equation aux classes. Soient X un ensemble de cardinal fini et G un groupe
d’ordre fini agissant sur X. Alors on a égalité :

XI= > 10l

0OeX/G

De plus pour tout O € X/H, et pour x € O, on a égalité : |O] = [G : Gz] = |G|/|Gx|, en
particulier |O| divise |G]|.
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Démonstration. La premiére égalité est une simple application de la propriété 1.1.11. La
seconde égalité est une conséquence de la propriété 1.2.8. [l

Exemple(s) 1.2.4. Nous allons donner deux exemples d’application de ce résultat.

1. Lorsque G agit librement sur X, toutes les orbites sont de cardinal |G|, et comme il y
a |X/G| orbites, I’équation aux classes s’écrit :

[ X| = [X/GllG].

ceci permet de redémontrer le théoréme de Lagrange. En effet soient G un groupe fini
et H un sous-groupe agissant sur G par multiplication & droite. Alors 'action est libre
(exercice) ; on en déduit que

G| = |G/°H||H|.

On retrouve bien le théoréme de Lagrange, en se rappelant que |G/° H| est égal  [G : H].

2. Soit p un nombre premier; on dit qu'un groupe G est un p-groupe si son cardinal est
une puissance positive de p. En particulier le groupe trivial est un p-groupe pour tout
p. Evidemment, les p-groupes qui vont nous intéresser sont les p-groupes non triviaux.
Nous allons montrer qu’un p-groupe non trivial admet un centre non trivial. Supposons
donc |G| = p", avec n > 1 et considérons l'action de G sur lui-méme par conjugaison,
c’est a dire V(s,t) € G?, s..t = sts~!. Séparons les orbites en deux sous-ensembles :
celles qui sont de cardinal un d’un c6té, puis les autres. Les orbites de cardinal un sont
des points fixes qui correspondent aux éléments de Z(G). Il y a donc |Z(G)| orbites de
cardinal un. Soit r le nombre d’orbites de cardinal plus grand ou égal & deux. Alors on
peut supposer que r > 1 car sir = 0, Z(G) = G est 'assertion est démontrée. Appelons
O1,...,0, ces orbites, alors d’aprés le théoréme 7, on a I'égalité :

Gl =" =12(G)|+ Y _104l.
i=1

Pour tout ¢ = 1,...,r |0;| divise p", mais comme |O;| > 2, pour tout ¢ = 1,...,r |O;]
est divisible par p. Comme p divise aussi |G|, il divise |Z(G)| ce qui permet de conclure.

1.2.2 Exercices

Exercice 18 (¢

Parmi les applications ¢ définies ci-dessous, déterminer celles qui définissent une action
de G sur F, et dans ce cas décrire les orbites :

1. G=nZ, E =17, : (nk,a) = a+ nk.

2. G=Z,E=R,¢: (n,x) — x+n.

B a b " . . a b 2
3.0_{<0 1>,aeC,be(C},E_(C,¢;.<<O 1>,Z>Haz b

Exercice 19 (¢
Soit G un groupe agissant sur un ensemble X.

1. Montrer que pour tout g € G et tout x € X, Gy, = gGrg L.

2. Si G est abélien et si 'action est transitive et fidéle, montrer qu’elle est aussi libre. [On
rappelle qu’'une action est dite libre si tous les stabilisateurs sont triviaux. Elle est dite
fidele si le morphisme de G dans X x est injectif.]
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Exercice 20 (c)
Montrer que la relation d’équivalence de 'exercice 10 de la section précédente provient
d’une action du groupe suivant :

U={ze€C||z| =1}.

Calculer les sous-groupes d’isotropies pour cette action. Indication : penser a l'identifica-
tion de R? avec C.

Exercice 21 (¢

Montrer que tout groupe fini G est isomorphe & un sous-groupe de ¥.,, oit n est 'ordre
de G. Indication : faire agir G sur lui-méme par translations, en déduire un morphisme de
groupes @ : G — X puis montrer que @ est injectif.

Exercice 22 (c)

Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X.

1. On suppose que toute orbite contient au moins deux éléments, que |G| = 15 et que
card(X) = 17. Déterminer le nombre d’orbites et le cardinal de chacune.

2. On suppose que |G| = 33 et card(X) = 19. Montrer qu’il existe au moins une orbite
réduite & un élément.

Exercice 23 (a)

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Cauchy : si p est un nombre premier
et si G est un groupe d’ordre divisible par p, alors G a un élément d’ordre p. On considére
I'ensemble E des p-uplets (g1, ...,gp) d’éléments de G tels que g1g2...g, = e.

E={(g1,---.90) €G" | g192...9p = €}
Calculer le cardinal de E. (C’est une puissance du cardinal de G.)
Montrer que si (g1, . .., gp) appartient a E, alors (g2, g3, - . ., gp, g1) appartient aussi a E.
En déduire une action naturelle de Z/pZ sur E.
Quels peuvent étre les cardinaux des orbites ?
Montrer que le nombre d’orbites de cardinal 1 est divisible par p.

AN o S

En déduire le théoréme de Cauchy. [Remarquer que (e,e,...,e) est un point fixe. Il en
existe donc au moins un autre.|

Exercice 24 (a)

On veut montrer ici que tout groupe G d’ordre 15 est commutatif. On considére I'action
de G sur lui-méme par conjugaison.

1. Montrer que les orbites sont de cardinal 1, 3 ou 5.

2. Montrer que le centre Z(G) est a la fois 'ensemble des points fixes, et l'intersection de
tous les stabilisateurs.
3. Supposons que | Z(G)| = 3.
(a) Montrer qu'il y a sept orbites : trois de cardinal 1 et quatre de cardinal 3.
(b) Pour z ¢ Z(G), calculer |G| et aboutir & une contradiction.
4. Supposons que |Z(G)| = 5.
(a) Déterminer le nombre d’orbites de chaque cardinal.
(b) Pour z ¢ Z(G), calculer |G| et aboutir & une contradiction.
5. Supposons que |Z(G)| = 1.
(a) Déterminer le nombre d’orbites de chaque cardinal.
(b) Etudier les ordres des éléments dans chacune de ces orbites et aboutir & une contra-
diction. [Indication : vérifier qu'une orbite contient des éléments de méme ordre, puis
compter le nombre d’éléments d’éléments d’ordre 3 et 5 de plusieurs fagons. |

6. En déduire que Z(G) = G. Conclure.
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1.3 Sous-groupes distingués, groupes quotients, théorémes d’iso-
morphismes

1.3.1 Motivations

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G; le but de cette section est de regarder
a quelles conditions le quotient G/H peut étre muni d’une structure de groupe. Plus préci-
sément, on cherche une loi de groupe sur G/H telle que lapplication quotient = de G dans
G/H soit un morphisme de groupe.

Pour cela regardons I’exemple que nous avons déja a notre disposition. Si G = Z, alors
le groupe Z/nZ a été défini (en L2) comme l’ensemble des classes d’équivalence de Z pour la
relation suivante : p ~,, q si et seulement si p — ¢ est un multiple de n. On a vu cette année
que Z/nZ est aussi 'ensemble des classes & gauche (ou a droite) du sous-groupe nZ dans
Z, ou I'’ensemble des orbites pour le sous-groupe nZ agissant sur Z par translation & gauche
(ou a droite). C’est ce qui explique d’ailleurs la notation Z/nZ plutét que Z/ ~,,. Regardons
précisément la loi sur le quotient. Soit (p,q) € Z?2, et considérons les deux classes & gauche
p+ nZ et g+ nZ. Alors la somme de ces deux classes & gauche est définie par :

p+nZ+q+nZ =p+ q+ nZ.

Pour justifier cette égalité, on utilise le fait que g + nZ = nZ + q, c’est a dire que pour tout
q € Z la classe a gauche q + nZ est égale a la classe & droite nZ + ¢. Ceci est vrai dans notre
cas puisque Z est commutatif. Mais pour un groupe non commutatif, cette égalité n’est plus
vraie en général (voir le numéro 3 des exemples 1.3.1 ci-dessous). Cette remarque va nous
conduire & définir la notion de sous-groupe distingué ou sous-groupe normal.

1.3.2 Sous-groupe distingué et groupe quotient
Commengons donc par une définition.

Définition 1.3.1. Soient G un groupe et K un sous-groupe de G ; on dit que K est distingué
dans G, ou que K est un sous-groupe normal de G, si pour tout s € G, on a sK = Ks.

Lorsque K est un sous-groupe distingué de GG, on note K 1 G.

Exemple(s) 1.3.1. 1. Si G est commutatif alors tous les sous-groupes de G sont distin-
gués.

2. Les sous-groupes triviaux {e} et G sont distingués.

3. Considérons G = X3 le groupe des permutations de ’ensemble {1,2,3}. Soient 7 = (12)
et o = (123). Soit K le groupe engendré par o, ce groupe est d’ordre 3, il y a donc deux
classes a droites ainsi que deux classes a gauche. La partie K est une classe & droite ainsi
qu'une classe a gauche. Et si a € G, a ¢ K alors aK est une classe a gauche distincte
de K et Ka est une classe a droite distincte de K. Comme les classes a droite (et a
gauche) réalisent une partition de G, on a aK = G\ K = Ka et K est distingué.

Soit H le groupe engendré par 7 ; celui-ci est d’ordre 2, il existe donc 3 classes & gauche
et 3 classes a droite qui contiennent chacune deux éléments. Les classes & gauche sont
les suivantes :

{H, (13)H = {(13),(123)}, (23)H = {(23),(132)}} ;
et voici les classes & droites :

{H, H(13) = {(13), (132)}, H(23) = {(23), (123)}}.
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On constate que les classes & gauche et a droite contenant (13) sont distinctes et H n’est
donc pas distingué.

On peut maintenant utiliser la notion de groupe distingué pour définir une structure de
groupe sur le quotient.

Théoréme 8. Soient G un groupe et K un sous-groupe distingué de G ; on note G/K [’en-
semble des classes a gauche, et w lapplication quotient de G dans G/ K. Il existe sur le quotient
G/K wune unique structure de groupe telle que lapplication 7 soit un morphisme.

Démonstration. On commence par définir une loi sur G/ K. Pour cela montrons d’abord que
pour tout (s, s',t,t') € G* tel que sK = s'K et tK = 'K alors stK = s't' K. En effet comme
sK =K, s € sK et deméme t' € tK. On en déduit que s't' € sKtK, mais comme tK = Kt
et que KK = K (car K est un sous-groupe), on a s't’ € stK, c’est a dire s't' K = stK. On
peut donc définir le produit suivant sur les classes & gauche : sK x tK = stK.

Montrons que cette loi * définit une structure de groupe sur G/K. Commengons par
montrer que K = eK est un élément neutre. Pour cela, soit s € G, alors sK * K = seK =
sK =esK = K xsK.

Pour tout s € G, I'inverse de sK est simplement s 'K en effet sK x s 'K = ss 'K =
K=51sK =5s"1K xsK.

L’associativité découle de I'associativité de la loi sur G ; soit (s,t,u) € G2, alors

(sK xtK)xuK = (st)K xuK = (st)uK = s(tu) K = sK * (tK x uK).

Comme l'application 7 de G dans G/K est définie par 7(s) = sK, pour tout (s,t) € G2,
on a 'égalité : m(st) = w(s) * 7(t), ™ est bien un morphisme de groupe.

I nous reste a vérifier 'unicité de la loi *. Supposons qu’il existe une loi ® sur G/K telle
que P'application 7 soit un morphisme. Alors pour tout (s,t) € G2, on peut écrire :

sK®tK =7(s) ®n(t) = w(st) = w(s) * w(t) = sK x tK.

Les deux lois sont identiques, ce qui termine la preuve. O
Remarque(s) 1.3.1. 1. Par définition, I’application 7 est surjective, et son noyau est égal
a K.

2. Si K st quelconque, alors on peut considérer le produit de deux classes & gauche sKtK =
{sktk'| (k,k') € K?}. Si K est distingué alors sKtK = stK. On peut donc noter sans
ambiguité le produit de sK et tK dans G/K sous la forme sKtK au lieu de sK * tK.
Par contre, si K n’est pas distingué, en général sKtK # stK. On peut le vérifier en
reprenant I’exemple 3 de la remarque 1.3.1 et en constatant que le produit (13) K (23) K
contient strictement la classe (13)(23)K.

3. Nous ferons plus tard avec des outils supplémentaires des calculs de groupes quotients ;
mais dés maintenant, nous pouvons remarquer que si H = G, alors G/G contient un
seul élément et le groupe quotient est le groupe trivial.

4. A Topposé si H = {e}, alors G/{e} est en bijection avec les parties & un élément de G
(ou autrement dit toutes les classes a droites de {e} dans G contiennent un seul élément)
et le quotient G/{e} est isomorphe a G.

On va maintenant énoncer plusieurs caractérisations des sous-groupes distingués.

Propriété 1.3.1. Soient G un groupe et K un sous-groupe ; alors on a équivalence entre les
assertions sutvantes :
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(i) le sous-groupe K est distingué dans G ;
.. . L -1 _ .
) - )

(ii) pour tout s € G, on a égalité sKs K
(iii) pour tout s € G, on a Uinclusion sKs~' C K ;
(iv) on a égalité entre les classes a droite et les classes a gauche de K dans G, autrement dit

ona:GPK=G)K.

(v) il existe un groupe H, un morphisme de groupe ¥ de G dans H tel que K = ker ).

(vi) L’action de K sur G/°K par multiplication a gauche est triviale.

(vii) L’action de K sur G/YK par multiplication o droite est triviale.

Démonstration. L’équivalence (i) < (ii) est quasi immédiate (la multiplication par s~! a

droite préserve 1’égalité). Nous allons montrer les autres équivalences par une preuve « circu-
laire ».

(iv) = (iii) Supposons G/°K = G/YK, alors pour tout s € G la classe a gauche sK est
une classe a droite, et donc il existe ¢ € G tel que sK = Kt. Mais s € sK = Kt, et
donc Ks = Kt et sK = Ks pour tout s € G, et donc sKs™' C K.

(iii) = (i) Si pour tout s € G, sKs~! C K, alors en multipliant & gauche par s~! puis &
droite par s, on obtient : Ks™! C s 'K et sK C Ks. Ces inclusions étant vraies pour
tout s € G, on a bien sK = Ks pour tout s € G.

(i) = (v) Si K est distingué, alors d’apreés la propriété 8, il existe une structure de groupe
sur G/K et un morphisme de groupe surjectif 7 de G dans G/K. D’aprés une des
remarques 1.3.1, K est égal au noyau de .

(v) = (vi) Soient k € K et s € G, l'action en question est définie par 1’égalité suivante :
k.sK = ksK. Supposons donc que K = ker, alors on peut écrire :

k.sK = ksK = kskert = s(s™'ks) ker 1.

Mais comme
D(sks™) = P(s)(k)p(s™h) = (s)p(s™) = e,

I'élément s~ 'ks appartient & ker v qui est un sous-groupe et donc
ksK = skerykery = skery = sK.

L’action est bien triviale.

(vi) = (vii) D’aprés la propriété 1.2.7 'ensemble des classes a gauche est G-isomorphe
(et donc K-isomorphe) a ’ensemble des classes & droite. La trivialité de I'action G/7K
est donc équivalente a la trivialité de I'action sur G/°K.

(vii) = (iv) Ici action est définie comme suit : pour tout k£ € K et pour tout s € G, on
ak.Ks= Ksk™!. Si cette action est triviale alors pour tout k € K et pour tout s € G,
on a l'égalité : Ksk™' = Ks. On en déduit : sk~ € Ks et donc sK = Ks, les deux
ensembles G/°K et G/7K sont égaux.

O

Remarque(s) 1.3.2. Evidemment si le groupe G est commutatif, alors tous ses sous-groupes
sont distingués. Attention, la réciproque de cette assertion est fausse. En effet, tous les sous-
groupes de Qg (voir 'exemple 1.1.13) sont distingués (exercice) et pourtant Qs n’est pas
commutatif.

Nous allons maintenant voir comment se comporte la notion de sous-groupe distingué par
image directe et image réciproque d’un morphisme.
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Propriété 1.3.2. Soient G et H deuz groupes et ) un morphisme de G dans H. Soient K
un sous-groupe distingué de G et N un sous-groupe distingué de H. Alors (K) est distingué
dans Im et p~Y(N) est distingué dans G.

Démonstration. Montrons la premiére assertion. Soient h € ¥(K) et t € Im; on doit
montrer que tht~! € 1(K). Pour cela, considérons k € K et g € G tels que ¥(k) = h et
¥(g) = t. On a les égalités suivantes :

tht™" = y(g)(k)y(t™") = v(gkg ™).

Comme K est distingué dans G, gkg™! € K et tht~! € ¢(K).
Pour la deuxiéme assertion, considérons s € ¥ 1(N) et g € G, on doit montrer que
gsg~t € ~1(N). On a I'égalité suivante :

P(gsg™h) = v(g)v(s)v(g) .

Mais comme v(s) € N et que N est distingué dans H 1(g)¥(s)¢(g)~' € N ce qui achéve
la démonstration. O

Remarque(s) 1.3.3. De la propriété précédente, on en déduit que si ¢ est surjective, ¥ (K)
est distingué dans H. La surjectivité de v est nécessaire. En effet dans I’exercice 26, on a un
exemple de sous-groupes K et H de G tel que K <« H et H <G mais K n’est pas distingué
dans G. Cela fournit un contre-exemple a ’assertion ci-dessus, en considérant le morphisme
inclusion ¢ de H dans G.

1.3.3 Théorémes d’isomorphismes, factorisation

Nous avons vu dans les exemples 1.1.5 qu’une relation d’équivalence bien choisie permet de
« rendre » injective une application. Nous allons voir que ce résultat reste vrai si on considére
des morphismes de groupe. Ceci est le premier théoréme d’isomorphisme.

Théoréme 9. Premier théoréme d’isomorphisme

Soient G et H deux groupes et Y un morphisme de groupe de G dans H ; soit w ’application
quotient de G dans G/ kerp. Alors, il existe un unique morphisme v de G/ kerv dans H telle
que 1 o = 1. Cet morphisme est injectif et induit un isomorphisme entre G/ker) et Imap.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout (s,t) € G2, si skerty = tkere), alors
¥(s) = 9(t). On peut donc définir une application ) de G/ ker ¢ dans H, en posant pour tout
s € G, P(skervp) = (s).

Vérifions que 9 est un morphisme ; posons K = ker et soit (s,t) € G2, on a les égalités
suivantes :

BK * 1K) = P(stK) = p(st) = p(s)ib(t) = B(sK)B(tK).
Montrons 1'unicité de ) : supposons qu’il existe une application o de G/K dans H telle que
aom =1, alors pour tout s € G, on a : awom(s) = (s), soit a(sK) = (s) et a = ).

Pour finir vérifions que 1 est injective ; soit s € G tel que ¥(sK) = e, c’est a dire 1(s) = e,
on en déduit que s € K = ker), et donc sK = K est I’élément neutre de G//K. Donc ) est
un isomorphisme entre G//K et Im1), mais comme 1 o T = 9 et que 7 est surjective, on a
I'égalité Im 1) = Im ). O

Nous allons maintenant pouvoir donner d’autres exemples de groupes distingués et calculer
le groupe quotient associé.
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Exemple(s) 1.3.2. 1. Soient G un groupe et g € G, dans la propriété 1.1.12 on a défini
une application ¢4 de Z dans G en posant ¢4(m) = g™. Par définition, Im 1), est égale au
groupe < g > engendré par g. Le noyau de v, est un sous-groupe de Z, et donc d’apreés
la propriété 2, il existe n € N tel que ker 1), = nZ. Le premier théoréeme d’isomorphisme
fournit un isomorphisme entre Z/nZ et < g > et on retrouve les résultats du théoréme
5:sin =0 alors < g > est isomorphe a Z/{0}, c’est & dire isomorphe & Z; si n # 0, le
groupe < g > est isomorphe & Z/nZ et g est d’ordre fini égal a n.

2. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie. On a vu que le déterminant
définit un morphisme, noté det de GL(V') dans K*. Son noyau est le groupe des matrices
de déterminant égal a 1, c’est donc un sous-groupe distingué de GL(V') appelé le groupe
spécial linéaire et noté SL(V). D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, il existe
un morphisme injectif det de GL(V)/SL(V) dans K*. Mais comme P’application det est
surjective, det I'est également et GL(V)/SL(V) est isomorphe & K*.

3. Dans la preuve de la propriété 1.1.8, on a défini le morphisme suivant :

© : G — Aut(G)
g = g

oil p, est Pautomorphisme intérieur défini par ¢,4(s) = gsg~!. Par définition, I'image
de © est le groupe Int(G) des automorphismes intérieurs. Le noyau de © est égal au
centre Z(G) (le vérifier), et donc Z(G) est distingué dans G (on peut aussi vérifier ce
fait directement).

En appliquant le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient un morphisme injectif ©
de G/Z(G) dans Aut(G). Comme l'image de © est égale a Int(G), les groupes G/Z(G)
et Int(G) sont isomorphes.

4. Le groupe Int(G) est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G (voir la pro-
priété 1.1.8 ). Ce sous-groupe est en fait distingué, en effet, soient 1) un automorphisme
g un automorphisme intérieur et s € G'; on a les égalités suivantes :

Yopgopi(s) = Plgv H(s)g!)

= V(v H(s)v(g™)

= w(g)sw(g)‘l) '
g\

Et donc ¢ 0 @y 0 9™ = @y et Int(G) est distingué dans Aut(G).

= Prp(

Pour généraliser ce premier théoréme sous forme de résultat de factorisation, on a besoin
d’une premiére propriété sur les sous-groupes d’'un quotient.

Propriété 1.3.3. Soient G un groupe, K un sous-groupe distingué et H un sous-groupe de
G contenant K, alors H/K est un sous-groupe de G/K.

Démonstration. En écrivant la définition des deux ensembles,
H/K ={hK|he€ H} et G/K = {g9K | g € G},

on vérifie qu’on a bien l'inclusion. Pour montrer que H/K est un sous-groupe, on remarque
que H/K est I'image du sous-groupe H par le morphisme quotient 7 de G dans G/K. O

Théoréme 10. Théoréme de factorisation Soient G et H deux groupes, K un sous-groupe
distingué de G et w Uapplication quotient de G dans G /K ; soient 1) un morphisme de G dans
H. Alors il existe un morphisme ¢ de G/K dans H tel que 1) o = 1 si et seulement si
K C kerp. Dans ce cas le morphisme v est unique et on a kerv = kery/K et Im1) = Im1).
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Démonstration. Supposons qu'il existe un morphisme v vérifiant 1) o w = 1). Et soit k € K,
alors (k) = ¢ o m(k), or m(k) = e et donc k € ker .

Réciproquement si K C ker ¢, alors on suit le méme raisonnement que dans la preuve du
théoréme 9. On vérifie d’abord que pour tout (s,t) € G? tels que sK = tK, on a (sK) =
Y(tK). On définit 1) en posant 1) (tK) = 1(t), puis on montre que 1) est un morphisme qui
vérifie I'identité ¢ o m = 1. Et cette identité implique 1'unicité et 1’égalité entre les images :

Im = Imp. B B
Il reste donc a calculer le noyau de 1) ; pour cela soit t € G tel que ¥(tK) = e, on en déduit
P(t) = e, c’est a dire t € ker®) et donc tK € kert/K (voir la propriété 1.3.3). O

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le deuxiéme théoréme d’isomorphisme.

Théoréme 11. Deuxiéme théoréme d’isomorphisme
Soient G un groupe, H et K deuxr sous-groupes; de plus nous supposerons que K est
distingué dans G. Alors on a les assertions suivantes :

(i) HK est un sous-groupe de G ;
(i) HNK est distingué dans H ;
(iii) K est distingué dans HK ;
(iv) les groupes HK /K et H/H N K sont isomorphes.

Démonstration.
(i) Remarquons d’abord que HK = K H, en effet soit (h, k) € H x K, alors on peut écrire :
hk = hkh~'h. Mais comme K est distingué, I’élément hkh~! appartient & K et donc
hk € KH. L’inclusion réciproque provient de I'égalité kh = hh~'kh. Dans I'exercice 14,
on a vu que HK = KH si et seulement si HK est un groupe, le point (i) est donc
démontré.

(ii) Soient k € HN K et h € H, on doit montrer que hkh~! € H N K ; mais comme K est
distingué hkh~! € K et comme c’est le produit de trois éléments de H, hkh~! appartient
aH.

(i7i) Cette assertion est claire.

(iv) Appelons i I'application de H dans H K définie par i(h) = h et m 'application quotient
de HK dans HK /K, alors la composée o = 7o est une application de H dans HK /K
définie par a(h) = hK. Comme 7 et i sont des morphismes, « est également un mor-
phisme de groupes. De plus « est surjective, en effet toutes les classes & gauches de K
dans HK s’écrivent hkK pour un couple (h,k) € H x K ; mais hkK = hK = «a(h).
Calculons maintenant le noyau de «; soit h € H tel que h € ker a, alors a(h) = e est
équivalent a i(h) = h € kerm = K, donc keraw = H N K. On conclut en appliquant le
premier théoréme d’isomorphisme.

O
Voyons maintenant le troisiéme et dernier théoréme d’isomorphisme.
Théoréme 12. Troisiéme théoréme d’isomorphisme Soient G un groupe et K et N deuz
sous-groupes distingués de G tels que N C K. On a alors les assertions suivantes :
(i) N est un sous-groupe distingué de K et K/N est un sous groupe distingué de G/N.
(ii) Le quotient (G/N)/(K/N) est isomorphe a G/K.

Démonstration.

(i) La premiére partie de I’assertion est évidente. Notons 7 le morphisme quotient de G' dans
G/N ; comme 7 est surjectif et K/N = w(K), K/N est distingué dans G/N d’aprés la
propriété 1.3.2.
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(ii) Considérons l'application quotient § de G dans G/K. Comme N est un sous-groupe de
K, d’aprés le théoréme 10 le morphisme @ se factorise : il existe un morphisme 6 de G/N
dans K/N tel que § = 0 o 7; comme @ est surjectif, f I'est également. Et son noyau est
égal a ker@/N soit K/N. Il reste a appliquer le premier théoréme d’isomorphisme (le
théoréme 9) pour obtenir I'isomorphisme demandé.

O

1.3.4 Les sous-groupes d’un quotient

Soient G un groupe et K un sous-groupe distingué de GG, on va décrire ici les sous-groupes
du quotient G/K, puis nous appliquerons ce résultat a I’étude des sous-groupes d’un groupe
cyclique. Nous noterons comme d’habitude 7 le morphisme quotient de G dans G/K. Nous
noterons ¥ 'ensemble des sous-groupes de G contenant K et 4% 'ensemble des sous-groupes
du quotient G/K.

Théoréme 13. Soient G un groupe, et K un sous-groupe distingué, alors les applications

sutvantes :
II: ¢ — gK
H — =(H)

0: ¥k - g
L w— 7 YL)°

et

sont bien définies et réciproques l'une de l'autre. Par conséquent l’ensemble des sous-groupes
du quotient G/K est en bijection avec l’ensembles des sous-groupes de G contenant K. De
plus, le sous-groupe H contenant K est distingué dans G si et seulement si w(H) est distingué

dans G/ K.

Démonstration. Les applications II et © sont bien définies, car d’une part on a vu dans la
propriété 1.1.5 que l'image directe et réciproque d’un sous-groupe par un morphisme est un
sous-groupe, et d’autre part on a I'inclusion K = 7~ !(e) C 7~ 1(L).

Montrons qu’elles sont réciproques 'une de 'autre. Tout d’abord, puisque 7 est surjective,
pour tout sous-groupe L de G/K on a 'égalité : m(7~1(L)) = L et donc 1o © = lyx.

Montrons maintenant © o Il = 1, . Pour cela considérons H un sous-groupe de G conte-
nant K ; on doit montrer que 7~ (7(H)) = H. On a bien évidemment H C 7 (n(H));
considérons donc un élément g € 7 (w(H)). Par définition 7(g) € m(H), il existe donc
h € H tel que 7(g) = 7(h), mais alors gh~! € kerm = K et comme K C H 1'élément
g = gh™'h appartient a H.

La derniére partie du théoréme est une simple conséquence de la surjectivité de 7 et des
résultats de la propriété 1.3.2. O

Voici une application directe de ce théoréme.

Théoréme 14. Soient n € N* et G un groupe cyclique d’ordre n. Alors pour tout diviseur d
de n, il existe un unique sous-groupe de G d’ordre d et ce sous-groupe est cyclique.

Démonstration. On a vu que G est isomorphe a Z/nZ (voir la propriété 1.1.14); il suffit
donc de montrer le théoréme dans le cas ou G = Z/nZ; d’aprés le théoréme précédent,
I'ensemble des sous-groupes de Z/nZ est en bijection avec ’ensemble des sous-groupes de Z
contenant nZ. D’aprés le théoréme 2 et la remarque qui suit, ’ensemble de ces sous-groupes
est en bijection avec les entiers positifs m qui divisent n. Réciproquement, a un sous-groupe
mZ avec m qui divise n correspond le sous-groupe mZ/nZ. Montrons que ce sous-groupe est
d’ordre d avec d = n/m et isomorphe & Z/dZ ce qui conclura la preuve. Posons n = md et
considérons la composition des morphismes suivants :
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Z — mZ — mZ/nZ
p = pm — pm—+nZ.

Cette composée est un morphisme de groupe surjectif, et son noyau est égal & dZ, on
conclut grace au premier théoréme d’isomorphisme (théoréme 9). [l

1.3.5 Exercices

Exercice 25 (¢)
Montrer qu’un sous-groupe d’indice 2 est toujours distingué.

Exercice 26 (¢)

Soient G' un groupe et K C H C G deux sous-groupes. On suppose que H est distingué
dans G et que K est caractéristique dans H (i.e. stable par tout automorphisme de H).
Montrer qu’alors K est distingué dans G.

Donner un exemple de groupe G et de deux sous-groupes K C H C GG, H étant distingué
dans G et K étant distingué dans H, mais K n’étant pas distingué dans G.

Exercice 27 (a)
Soient GG un groupe et ~ une relation d’équivalence sur GG. On suppose que cette relation
est compatible avec la loi de groupe, c’est-a-dire que

V(s,t) € G* V(s,t')€G* s~s et t~t alors st~ st
Montrer que la classe H de 1’élément neutre 1 est un sous-groupe distingué de G et que
V(s,s') €G s~ est équivalent a ss'cH

Exercice 28 (¢)

1. Soient G un groupe et H un sous groupe distingué de G d’indice n. Montrer que pour
tout @ € G, a™ € H. Donner un exemple de sous-groupe H non distingué de G pour
lequel la conclusion précédente est fausse.

2. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe distingué d’ordre n et d’indice m. On
suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que H est I'unique sous-groupe
de G d’ordre n.

3. Montrer qu'un sous-groupe d’indice n de C* est égal a C*.
Exercice 29 (a)
On considére ici deux groupes finis G, H et f : G — H un morphisme de groupes.

1. Soit G’ un sous-groupe de G. Montrer que l'ordre de f(G’) divise les ordres de G’ et de
H.

2. En déduire que si G’ un sous-groupe de G d’ordre premier a l'ordre de H, alors G’ C
ker(f).
3. Retrouver le résultat de la deuxiéme question de I'exercice 28.

Exercice 30 (¢

1. Soient G un groupe et H un sous-groupe contenu dans le centre Z(G) de G. Montrer
que H est distingué dans G et que, si le groupe quotient G/H est cyclique, alors G est
commutatif.
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2. En déduire qu'un groupe d’ordre p? oil p est un nombre premier est commutatif. (In-
dication : on utilisera que le centre d’'un p-groupe différent de I’identité est non trivial,
voir cours)

Exercice 31 (a)
On considére les groupes suivants :

U={zeCl|z|=1} U,={2€C|z"=1} Up={z€C|In 2"=1}
Un groupe est dit de type fini, s’il existe un ensemble de cardinal fini X C G tel que G =<
X >.
1. Montrer les isomorphismes qui suivent.
(i) R/Z ~U;
(i) C*/R%, = U
(iii) C*/R* ~ U
(iv) U/U, ~U ;
(v) C*/U, ~C*.
2. Montrer que Uy, ~ Q/Z. Quels sont les sous-groupes finis de Uy ?

3. Montrer qu’un sous-groupe de type fini de Q contenant Z est de la forme %Z. En déduire
la forme des sous-groupes de type fini de Q/Z et de U.

4. Soit p un nombre premier. Montrer que Upe = {z € C|In € N 27" = 1} est un
sous-groupe de Uy,. Est-il de type fini?

Exercice 32 (c)

Soient G un groupe, et H et K deux sous-groupes de G. On suppose dans cet exercice
que K est distingué, que G = KH et que K N H = {e}. On dit alors que G est le produit
semi-direct (interne) de K par H et on note G = K x H.

(a) Montrer que pour tout g € G, il existe un unique couple (k,h) € K x H tel que g = kh.
En déduire que 'application suivante :

m: KxH — G
(k,h) +— kh -

est une bijection.
De méme, montrer que pour tout g € G il existe un unique couple (k¥',h') € K x H tel
que g = W'k’

(b) Si h € H, montrer que 'automorphisme intérieur :

on: G — G
g +— hgh™!

laisse stable le groupe K.
(¢) Montrer que pour tout (k,h) € K x H et pour tout (k',h') € K x H, on a :
KhE'R = kop (K )hh!

(d) Montrer que 'application m est un morphisme de groupe si et seulement si H est distingué
(dans ce cas G est donc isomorphe au produit direct).

(e) Montrer que le groupe symétrique %, est le produit semi-direct de A, par le groupe
engendré par une transposition.
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Exercice 33 (c)

Soient n € N, n > 2 et &, un polygone régulier du plan euclidien centré en 'origine et a
n sommets (par exemple celui dont les sommets ont pour affixe les racines n-iémes de 'unité).
On note D,, 'ensemble des isométries directes et indirectes du plan préservant &7,.

A toute fin utile, on rappelle que ’ensemble des isométries linéaires du plan est un groupe,
le groupe orthogonal O2(R). Les éléments dans O2(R) sont de deuzx sortes : les isométries
directes qui sont de déterminant 1 et qui sont des rotations, et les indirectes qui sont de
déterminant —1 et qui sont des symétries axiales (et qui sont donc d’ordre 2)

(a) Montrer que D, est un sous-groupe du groupe orthogonal. On I’appelle le groupe diédral.

(b) Montrer que le sous-groupe D, constitué des isométries directes est cyclique d’ordre n et
qu’il est distingué dans D,,.

(c) Montrer que D,, contient exactement n rotations et n symétries, et qu’il est donc d’ordre
2n.

(d) Montrer que D,, est le produit semi-direct de D, par le sous-groupe d’ordre 2 engendré
par une symétrie axiale de D,,. En particulier Dy est isomorphe a (Z/27)? et D3 est
isomorphe & X3.

Exercice 34 (a)

Avec tout ce qui a été vu en cours et en TD jusqu’a présent, classifier les groupes d’ordre 8.
On montrera qu’a isomorphisme prés il y a trois groupes commutatifs et deux non commutatifs
a savoir Dy (voir I'exercice 33) et Qg (voir la définition 1.1.13).

1.4 Théorémes de Sylow

1.4.1 Motivations

Le dernier théoréme de la section précédente peut-étre vu comme une réciproque du théo-
réme de Lagrange : dans un groupe cyclique, pour tout diviseur d de l'ordre du groupe, on
peut trouver un sous-groupe d’ordre d.

Pour un groupe quelconque, une telle réciproque n’est pas vraie en général. Cependant
il existe des diviseurs d de l'ordre du groupe pour lequel on est assuré de l'existence d’un
sous-groupe d’ordre d, c’est lorsque d est une puissance d’un nombre premier. Il n’y a pas
unicité, mais lorsque la puissance de p est la plus grande possible alors tous les sous-groupes
obtenus sont conjugués.

Ces deux résultats font partie d’une série de trois résultats connus sous le nom de théorémes
de Sylow. Pour les énoncer et les démontrer, nous avons besoin de quelques définitions et
résultats préalables.

Rappelons qu'un p-groupe est un groupe d’ordre une puissance positive de p. Si G est
un sous-groupe et si p est un diviseur de |G|, un p-sous-groupe de G est un sous-groupe
de G qui est un p-groupe. Enfin, si n est l'ordre de G, et si n = p"m avec v > 0 et m
non divisible par p, un sous-groupe d’ordre p" est appelé un p-sous groupe de Sylow (que ’on
abrége fréquemment en p-Sylow). Autrement dit, un p-Sylow est un p-groupe de G de cardinal
maximal. En particulier le sous-groupe trivial (réduit & 'identité) est un p-sous-groupe de G
(pour tout p premier). De méme, ce sous-groupe trivial est également un p-sous-groupe de
Sylow si p est un nombre premier ne divisant pas l'ordre de G.

Nous allons commencer par quelques résultats préliminaires.

1.4.2 Reésultats préliminaires

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Cauchy dans le cas plus
simple des groupes commutatifs. Dans I'exercice 23, il y a une preuve de ce théoréme pour un
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groupe non forcément commutatif.

Propriété 1.4.1. Théoréme de Cauchy pour les groupes abéliens
Soient G un groupe fini et commutatif et p un nombre premier divisant ’ordre de G, alors
il existe dans G un élément d’ordre p.

Démonstration. S’il existe un élément g dont 'ordre est divisible par p, alors cet ordre
s’écrit p"m avec r > 0 et m non divisible par p. On considére I’élément s = gprflm, alors
s # e (sinon g ne serait pas d’ordre p"m) et sP = e, et donc s est d’ordre p.

Supposons donc qu’il n’existe pas d’élément dont 'ordre est divisible par p, ce qui va

nous conduire & une contradiction. Soit {h1, ha, ..., hs} une partie de G qui engendre G (cela
existe puisque G est fini). Pour tout i € {1,...,s} appelons H; le groupe engendré par h;.
Par hypothése, pour tout 7 € {1,...,s}, H; est d’ordre premier a p. Considérons ’application
suivante :

=1

(917927"‘798) = g192...0s

Cette application est un morphisme (puisque G est commutatif) surjectif (puisque {h1, ho, ...

engendre ). Et donc d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme (le théoréme 9), I'ordre de
G divise l'ordre de [[;_; H;, mais ceci n’est pas possible puisque p divise G, mais pas I'ordre
de [[;_, Hi. O

Enoncons maintenant un résultat pratique, qui est une conséquence directe de I’équation

aux classes.

Propriété 1.4.2. Soit p un nombre premier et soit G un groupe agissant sur un ensemble
fini X ; supposons que pour tout orbite O non réduite a un point, le cardinal de O est divisible
par p (cet hypothese est vérifiée en particulier si G est un p-groupe) alors on a la congruence :

[ X| =X (mod p).

Démonstration. On écrit I’équation aux classes, en notant Oy, ..., O, les orbites de cardinal
supérieur ol égal a deux.

T
X[ =1X%+)_0i].
i=1

Par hypothése, pour tout i € {1,2,...,7} p divise |O;| et donc >_;_; |O;| =0 (mod p), ce qui
achéve la preuve. O

1.4.3 Les théorémes de Sylow

Nous pouvons maintenant énoncer les théorémes de Sylow, que nous rassemblons ici en
un seul théoréme.

Théoréme 15. Les théorémes de Sylow
Soient G un groupe fini d’ordre n et p un nombre premier tel que n = p"m avec v > 0 et
m et p premier entre eux. Alors, on a les assertions suivantes :

(i) Pour touti € {0,1,...,7} il existe un sous-groupe de G d’ordre p*, en particulier il existe
un p-Sylow.

(ii) Soit H un sous-groupe d’ordre p* avec i € {0,1,...,r}, et soit S un p-Sylow de G, alors
il existe g € G tel que gHg™" C S. En particulier tous les p-Sylow sont conjugués, et
tous les p-sous-groupes de G sont inclus dans un p-Sylow.
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(iii)

Soit ny, le nombre de p-Sylow de G, alors n, est congru a 1 modulo p et divise m.

Démonstration.

(i)

(i)

(iii)

C’est le point le plus délicat & montrer et il y a plusieurs preuves possibles. Nous allons
le faire ici par récurrence sur 'ordre de G. L’énoncé est évidemment vrai pour n = 1,
puisque par convention, pour tout nombre premier p le groupe trivial est un p-sous-
groupe de Sylow de lui-méme.

Supposons maintenant que le point (i) est vrai pour tout groupe fini dont 'ordre est
strictement plus petit que n. Soit G un groupe d’ordre n et p un nombre premier tel que
n = p"m avec p qui ne divise pas m. Si r = 0, alors le résultat est évident.

Supposons donc maintenant que r > 0. Si G contient un sous-groupe strict L d’indice
non divisible par p, alors on peut écrire |L| = p"m' avec m' premier a p et divisant m.
Par hypothése de récurrence L contient des sous-groupes d’ordre p’ pour i € {1,2,...,r}
et ces sous-groupes sont également des sous-groupes de G.

Supposons donc que tous les sous-groupes stricts de G ont un indice divisible par p.
Dans ce cas on considére l'action de G sur lui-méme par conjugaison. Rappelons que
I’ensemble des points fixes pour cette action est égal & Z(G) le centre de G; notons
01,03, ...,0, I'ensemble des orbites de cardinal supérieur ot égal & deux. Chacun des
O; est l'indice d’un sous-groupe strict de G, donc divisible par p d’aprés 'hypothése ; on
peut donc appliquer la propriété 1.4.2 : |Z(G)| est congru & |G| modulo p, |Z(G)| est donc
divisible par p. Comme Z(G) est commutatif, on peut appliquer le théoréme de Cauchy
rappelé ci-dessus : il existe un élément d’ordre p dans Z(G) ; soit K le groupe engendré
par cet élément. Alors comme K est un sous-groupe du centre de G, il est distingué et
G/K et d’ordre p"~'m. D’aprés I'’hypothése de récurrence, pour tout i € {0,1,...,7—1}
il existe dans G /K des sous-groupes d’ordre p’. Considérons l'image réciproque de ces
sous-groupes par le morphisme quotient 7 de G dans G/K, on obtient des sous-groupes
d’ordre p’ pour i € {1,2,...,7}, le premier point est démontré.

Soient H et S vérifiant les hypothéses. On fait agir H sur I'espace des classes a gauche
G/S en posant :
HxG/S — G/S
(h,gS) +— hgS "~

Comme H est un p-groupe et que G/S est de cardinal m qui est non nul modulo p,
d’aprés la propriété 1.4.2 le cardinal de ’ensemble des points fixes est aussi non nul
modulo p, I’ensemble des points fixes est donc non vide. Soit g € G tel que la classe g5
soit fixe par H, alors pour tout h € H, hgS = gS soit hg € gS, c’est a dire h € gSg~".
On a donc montré que H C ¢Sg~!. Dans le cas ott H est lui-méme un p-Sylow, par
cardinalité, on a l'égalité H = gSg~', ce qui termine la preuve de ce point.

Soient S un p-Sylow et Conj(S) I’ensemble des sous-groupes conjugués de S dans G.
Autrement dit :

Conj(S) = {gSg™"|g € G}.

D’aprés le point (), Conj(S) contient tous les p-Sylow ; il est donc de cardinal n,. Par
restriction, le groupe S agit sur Conj(S) par conjugaison. Cherchons les points fixes pour
cette action. Soit L € Conj(S)®, alors pour tout s € S, sLs™' = L. On en déduit que
SL = LS et donc d’aprés 'exercice 14, SL est un sous-groupe de cardinal l|?m%f Cest
donc un p-groupe qui contient les p-Sylow S et L. Par maximalité de S et L on a donc
S = SL = L. Le seul point fixe pour cette action est donc le groupe S et en appliquant

le résultat de la propriété 1.4.2, on en déduit que :

()

n, = |Conj(S)| = |Conj(S)°| = 1.
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Pour finir, considérons maintenant ’action par conjugaison du groupe G sur Conj(S).
D’aprés le point précédent, il y a une seule orbite pour cette action, qui est de cardinal
ny, et donc ny | |G| = n. Mais comme n,, est premier a p, nécessairement n, | m.

]

Exemple(s) 1.4.1. Nous verrons beaucoup d’applications de ce théoréme en TD ; nous allons
ici en donner une seule, en montrant qu'un groupe d’ordre 200 admet un sous-groupe distingué
non trivial (on dit qu’un tel groupe n’est pas simple). La décomposition en facteurs premiers
de 200 s’écrit : 200 = 2352. Calculons ns le nombre de 5-Sylow. D’aprés les théorémes de
Sylow, on sait que ns | 8 et donc n5 = 1,2,4, 8. Mais on doit avoir aussi n5 = 1 (mod 5), ce
qui implique ns = 1, il y a donc un seul 5-Sylow qui est distingué.

1.4.4 Exercices

Exercice 35 (¢)
Soit G un groupe d’ordre 399.

(a) Montrer que G admet un unique 19-Sylow P qui est distingué dans G.

(b) Soit @ un 7-Sylow. Montrer que N = P(Q est un sous-groupe d’ordre 133 de G et que ce
groupe est cyclique.

(c) On suppose que @ n’est pas distingué dans G. Montrer que G admet 57 sous-groupes
cycliques d’ordre 133 distincts deux a deux. En vérifiant que le groupe cyclique d’ordre
133 admet au moins 8 générateurs, aboutir & une contradiction. En déduire que @ est
distingué dans G et que N est distingué dans G.

(d) Montrer que G = NR, oit R est un 3-Sylow. En déduire que G est isomorphe au produit
semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre 133 par un groupe cyclique d’ordre 3.

Exercice 36 (c)

Soient p < ¢ deux nombres premiers distincts et G un groupe d’ordre pq. Montrer que G
admet un unique ¢-Sylow @ qui est distingué et que G = QP, ot P est un p-Sylow de G. En
déduire que G est isomorphe au produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre ¢ par un
groupe cyclique d’ordre p. Montrer que si ¢ — 1 n’est pas divisible par p, ce produit semi-direct
est en fait un produit direct.

Exercice 37 (¢
Soient p et ¢ deux nombres premiers et G' d’ordre p?q. On veut montrer que G n’est pas
simple.
(a) Rappeler pourquoi si p = ¢, le groupe n’est pas simple.
(b) Sip > g, en supposant que G est simple, trouver une contradiction.

(c) Supposons maintenant que p < ¢ et que G soit simple. En calculant le nombre n, de
g-Sylow, montrer qu’on a forcément p = 2 et ¢ = 3. En déduire une contradiction.

Exercice 38 (c)

Soient p, q,r trois nombres premiers tels que p < ¢ < r et G un groupe d’ordre pqr. En
estimant les nombres de p-Sylow, ¢-Sylow et r-Sylow puis les nombres d’éléments d’ordre
respectifs p, ¢ et r, montrer que G ne peut pas étre simple.

Exercice 39 (a)

Soit G un groupe d’ordre 2°3 avec s > 2, on veut montrer que G n’est pas simple. En
supposant que G est simple et en considérant ’action de G sur ’ensemble des 2-Sylow, déduire
une contradiction.
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Exercice 40 (a)
En utilisant les quatre exercices précédents, montrer qu’il n’existe pas de groupe simple
non cyclique d’ordre strictement inférieur a 60. (Il reste deux cas a considérer)

1.5 Etude détaillée du groupe symétrique, simplicité du groupe
alterné

1.5.1 Premiéres propriétés

Soit X un ensemble, on a défini dans 'exemple 1.1.2.4 le groupe des bijections de X dans
lui-méme noté Bij(X) ou également ¥ y. Remarquons d’abord que ce groupe ne dépend pas
vraiment de X.

Propriété 1.5.1. Soient X et Y deux ensembles : supposons qu’il existe une bijection entre
X etY. Alors les groupes Bij(X) et Bij(Y) sont isomorphes.

Démonstration. Appelons f la bijection de X dans Y et considérons les applications sui-
vantes :
Bij(X) — Bij(Y)
o — fooof!

et
Bij(Y) — Bij(X)
T — florof.
On vérifie immédiatement que ces deux applications sont bien définies, que ce sont des
morphismes de groupes et qu’elles sont réciproques I'une de ’autre. Il

Nous allons nous intéresser ici au cas ot X est un ensemble fini non vide. D’aprés la
propriété précédente, on peut supposer que X = X, = {1,2,...,n} (avec n € N*) et on
notera le groupe ¥, au lieu de Bij(X,,). Ce groupe est appelé le groupe symétrique, et vous
I’avez étudié en L2. Nous rappelons ici rapidement quelques propriétés déja vues et parfois déja
utilisées cette année en cours ou en TD. Rappelons que les éléments de ¥,, sont usuellement
appelés des permutations.

Comme on 'a vu dans I'exemple 1.2.1.5, le groupe ¥, agit naturellement sur ’ensemble
X, en posant pour tout (o,j) € X, X X,,, 0.7 = 0(j). Cette action permet de définir nombre
de notions associées au groupe X.,,. Par exemple si o € 3, on appelle le support de o I’ensemble
des points non fixés par o : X"\ (X™)?. Par définition du support, deux éléments de 3,, qui
ont des supports disjoints commutent.

Rappelons la définition des cycles qui sont des permutations particuliéres.

Définition 1.5.1. Soit o € %, ; s’il existe (i1, 42, . . ., %) un t-uplets d’éléments distincts deux
a deux de X, tel que o(i;) = ij41 pour j € {1,2,...t — 1} et o(iy) = 41, on dit que o est un
cycle de taille t et de support {i,i2,...,3:}. Un tel cycle se note (iyiz...1).

L’entier t s’appelle la taille du cycle; un cycle de taille 2 s’appelle une transposition.

L’intérét de la notion de cycle apparait clairement dans la propriété qui suit.

Propriété 1.5.2. Soit ¢ une permutation de X,, alors il existe un entier v, et des cycles
C1,Co,...Cp G supports disjoints tel que 0 = cico...c.. De plus, les cycles c1,ca,...c, com-
mutent deux & deux et cette décomposition de o en produit est unique a l’ordre prés des facteurs.
On Uappelle la décomposition de o en (produit de) cycles.
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Démonstration. On peut retrouver ce résultat déja vu en L2, en considérant 'action du
groupe H =< ¢ > sur X,. On considére les orbites O1,0s,...,O, pour cette action. On
s’'intéresse & la restriction de 'action de o sur chaque orbite O;. D’aprés la propriété 1.2.4, on
en déduit un morphisme :

o = oo,

Comme o est d’ordre fini, I'image de 6 est égale a {1o,, T|0;s - argl} avec U%' =1p,, ot t;

est l'ordre de 0o, (exercice : n est un diviseur de l'ordre de o).
D’autre part comme O; est une orbite, pour tout point x; € O;, on a les égalités :

O = Im0(x;) = {wi, 010, (i), .. 015 (i)},

de plus alt(i)_ (x;) = 1o, (x;) = x;, et donc la restriction de o a O; est bien un cycle.
La commutation des cycles et I'unicité de la décomposition découle directement du fait
que les orbites réalisent une partition de X,. O

Les points fixes sont des cycles de longueur 1. Parfois ces cycles de longueur 1 sont omis
quand on considére la décomposition d’une permutation en produits de cycles. D’autre part

dans DPécriture d'un cycle, ¢ = (iyig...4;), on peut faire une permutation circulaire des
i1,1%9,...,1; sans changer le cycle. Trés souvent, on choisit ’entier i; comme étant le plus
petit parmi les entiers i1, 19, ..., %.

Nous allons maintenant définir le type d’une permutation.

Définition 1.5.2. Soient ¢ € ¥, et ¢ = c¢1...¢ sa décomposition en cycle; pour tout
i€ {l,...,r} soit t; la taille du cycle ¢; ; on peut supposer que t; > to > ... > t,, on appelle
type de o le r-uplet m, = (t1,ta,...,t,).

Par définition, si 0 € ¥, et si 7, = (t1,t2,...,1t,), alors la somme t; + to + ... + ¢, est
égal a n.
Un r-uplet 7 = (my,...,m) avec mp > ma... > m > 0 tels que > m; = n est appelé une

partition de n. Les m; sont les parts de la partition, ’entier n est le poids de la partition et
I’entier r est appelé la longueur de la partition. Il est d’usage de regrouper dans la partition
les parts égales en utilisant un exposant. Par exemple 7 = (32,2%,1) = (3,3,2,2,2,2,1) est
une partition de 15.

Nous allons voir que le type d’'une permutation détermine son ordre et sa classe de conju-
gaison. Commengons par 'ordre.

Propriété 1.5.3. (i) Soit ¢ un cycle de taille t de ¥, alors ¢ est d’ordre t.

(ii) Soient o un élément de %, et (t1,ta,...,t,) son type, alors l'ordre de o est égal au ppcm
de ti,to, ..., 1.
Démonstration. Cette preuve est laissée en exercice. O

Pour ce qui est de la classe de conjugaison, commencons par rappeler un résultat déja vu
en L2 qui calcule le conjugué d’un cycle.

Propriété 1.5.4. Soit o0 € ¥,, et ¢ = (iria...i¢) un cycle; alors on a l’égalité :
oco™t = (o(i1)o(ia) ... o(i)).

Démonstration. Exercice. O

Nous pouvons maintenant faire le lien entre le type d’une permutation et sa classe de
conjugaison.
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Théoréme 16. Deuxr permutations de X, sont conjuguées si et seulement si elles sont du
méme type.

Démonstration. Soient o, 0’ deux permutations ; supposons qu’elles sont conjuguées, c’est
a dire qu'il existe 7 € ¥, tel que o/ = 7077 !; soient o = cicy. .. ¢, la décomposition de ¢ en
produit de cycles a supports disjoints. On a les égalités :

ToT L =Teicy ... cnfl =1y regr L T(:TT*1 = c/lc’Q .. c;,
oil on a posé pour tout i € {1,2,...,r} ¢, = 7¢;7L. D’aprés la propriété 1.5.4, pour tout
ie€{1,2,...,7}, ¢ est un cycle de support 'image du support de ¢; par 7, et donc les ¢} sont

des cycles a supports disjoints et de méme taille que les ¢;. Par unicité de la décomposition
en produit de cycles a supports disjoints, o/ = ¢{c...c. est la décomposition en cycles de
supports disjoints de ¢’ qui a donc le méme type que o.

Réciproquement supposons que o et ¢’ sont de méme type. Ecrivons la décomposition en
cycle de ces deux permutations :

!/ /] /
o =ciCy...Ccr et 0 = C|Cy ... Cq.

Comme elles sont de méme type, on a s = 7 et on peut supposer que pour tout i €
{1,2,...,7}, ¢; et ¢} sont de méme taille t;. On va montrer que o/ = 707!
permutation dont le support est inclus dans le support de o. On fait une récurrence sur r.
Sir=1,alors 0 = c; = (i1,...,i,) et o’ = ¢} = (i],...,1},); considérons la permutation 7
définie par 7(i) =), pour k € {1,2,...,t1} et 7(m) =msim € {1,2,...,n} \ {i1,... i, }.
Alors le support de 7 est bien inclus dans {iy,...,%;, } qui est le support de o et grace a la
propriété 1.5.4, on a bien : Te;77 ! = ¢].

Supposons 'assertion vraie jusqu’au rang r — 1. D’aprés ’hypothése de récurrence il existe
u tel que pcacs . ..crp™t = chch ... cl. avec le support de p inclus dans le support du produit
cacs ... cr. De méme, il existe 7 tel que 7e17 ! tel que le support de 7 est inclus dans le
support de ¢1. Avec ces hypothéses, on en déduit que les permutations 7 et u sont a supports
disjoints donc elles commutent ; de méme 7 commute avec le produit cacs . . . ¢, et p commute
avec ¢1. On en déduit :

, ol T est une

1 /

-1 —-1_- -1 -1 ) /
(T)cica ... e (TR) " =THCIC .. Cpfi T~ =TCIT HC2...Crp ~ = CjChy...C. =0,

ce qui achéve la preuve. O

1.5.2 Des ensembles générateurs de 3,

Nous allons donner plusieurs sous-ensembles qui sont générateurs de 3,,. Rappelons qu'une
partie X d’un groupe G est dite génératrice si < X >= G ou de maniére équivalente si tous
les éléments de G s’écrivent comme produit d’éléments de X et de leurs inverses (voir la
propriété 1.1.4 et le théoréme 1). Remarquons que si les éléments de X sont tous d’ordre fini
(ce qui est vrai si G est d’ordre fini), alors il n’est pas nécessaire de considérer les inverses des
éléments pour calculer le groupe engendré par X, puisque dans ce cas 'inverse d’un élément
est égal & une puissance de cet élément.

Théoréme 17. Les ensembles suivants engendrent le groupe symétrique X, :
(i) L’ensembles des cycles.

(ii) L’ensemble des transpositions.

(i1i) L’ensemble des transpositions élémentaires :

{Gi+1)]1<i<n-—1}
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(iv) L’ensemble a deux éléments suivants :

{(12),(12...n)}.

Démonstration.

(i) On sait que toute permutation s’écrit comme un produit de cycles (voir la propriété
1.5.2), ce qui montre ce point.

(i) Pour montrer que les transpositions engendrent Y,,, d’aprés le point précédent il suffit
de montrer que tout cycle (i ...4;) s’écrit comme un produit de transpositions. Or, on

a l'égalité :
(i1 .. 1) = (i192)(i283) . . . (ig—11). (1.1)

(77i) On doit montrer que toute transposition (ab) s’écrit comme un produit de transposition
élémentaire. On peut supposer que b = a + k avec k > 0; montrons ’assertion par
récurrence sur k. Pour k = 1, I’assertion est claire. Ensuite 1’égalité suivante :

(aa+k)=(a+k—1la+k)(aa+k—1)(a+k—1a+k)

permet de montrer ’assertion au rang k si elle est vraie jusqu’au rang k — 1.

(iv) Pour tout i € {1,2,...,n — 1}, on vérifie I'égalité suivante :
(Gi+1)=(12...n)""1(12)(12...n) "

ce qui montre ce dernier point.

1.5.3 La signature d’une permutation

Pour définir la signature d’une permutation, on commence par définir la notion d’inversion.
On note T le sous-ensemble de X2 suivant :

T={(i,j) € Xp|i<j}.
Puis pour chaque o on définit son ensemble d’inversion :
I(o) ={(i,j) € T|o(i) > o(j)}

Exemple(s) 1.5.1. (i) Si e est la permutation identité, alors son ensemble d’inversion est
I’ensemble vide. C’est le seul élément de X, qui vérifie cette propriété.

(ii) Si (ab) (avec a < b) est une transposition, alors son ensemble d’inversion est égal a :
I(ab) ={a,b} U{(a,i)|a <i<b}U{(i,b)|a <i<b}.
Notons au passage que le cardinal de I(ab) est impair.

Nous allons maintenant pourvoir définir la signature d’une permutation & partir de son
ensemble d’inversion.

Définition 1.5.3. Soit ¢ € ¥,,, on définit la signature de o, notée par (o), par :

() = (=D,
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D’aprés les exemples précédents, on connait déja la signature de l'identité : e(e) =1 et la
signature d’une transposition 7 : e(7) = —1.

Nous allons voir que la signature est un morphisme de groupe. C’est une propriété remar-
quable, et qui ne se déduit pas aisément de la définition.

Théoréme 18. Pour tout o € ¥, on a :

o= I 0
1<i<j<n

Pour tout (o’,0) € X2, on a : e(0’c) = e(0')e(a). Ou autrement dit, la signature est un
morphisme du groupe ¥, dans le groupe +1

Démonstration. Soient P 'ensembles des parties & deux éléments de X, et T I’ensemble
défini ci-dessus. Ces deux ensembles sont en bijection, grace aux applications suivantes :

T — P
(1,5) — A{ij}
de réciproque :
P — T
{i.7y — (min{z,j}, max{i, j}).

Notons également que o induit une application :

S P - P
{i.i} = A{o(i),0(5)}

qui est une bijection.
On peut maintenant calculer :

II i-i= I] li-il= I] leG)—o@i= ] leG)—a@l
(4,7)€T {i,7}eP {i,7}eP (4,7)€T

La premiére égalité et la troisiéme sont vraies en utilisant la bijection entre P et T'. Pour la
deuxiéme, on utilise la bijection S et le fait que grace a la valeur absolue, le terme |o(j) — o (7)]
ne dépend pas du couple (4, j), mais de I'ensemble {7, j}.

Par définition, (7,7) est une inversion si et seulement |o(j) — o(i)| = —(0(j) — o(7)), et
donc :
II loG) —o@l= (0" I o) —a(d)
(i,5)€T (i,9)eT

ou k est le nombre d’inversion de ¢ ce qui conclut la preuve du premier point.
Pour le deuxiéme point, on doit montrer 1’égalité suivante :

11 o'o(j) —o'a(i) _ 11 o'(j) = o'(d) 11 o(j) —a(@)

(i) €T S iper 1TV aper 177

Apres simplification, on doit vérifier :

H U’U(])—UU H a'( a'(j) —o'(d)

iper 70 —a() '

0’(j)—0'(i)
J—

Comme l’expression ne change pas si on permute o(j) et o(i), on peut définir :

o'({i,j}) = Jil() En utlhsant la bijection entre T' et P (pour la premiére et troisiéme
égalité) et la bijection S (pour la deuxiéme égalité), on obtient :
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1 7979 — 1 @5

- J—1 -
(1,9)eT {i,jyeP
= [ 7He(@.0()})
{i,j}eP
B a'o(j)—d'o(i)
L o) =)
ce qui conclut cette preuve. [l

En utilisant ce théoréme, on peut calculer la signature d’'un produit de r transpositions, elle
est égale a (—1)". Comme tout élément o € ¥, s’écrit comme un produit de transpositions, si
on connait cette décomposition, on peut calculer rapidement la signature de o. Remarquons au
passage que cette décomposition de o en produit de transpositions n’est pas unique, par contre
d’aprés la propriété de la signature, la parité du nombre de termes d’une telle décomposition
est la méme pour toutes les décompositions.

Si on considére un cycle de taille ¢, sa signature est égale a (—1)!~! (voir Iégalité 1.1 vu
dans la preuve du théoréme 17). Cette remarque va nous permettre de retrouver la définition
de la signature qui a été vue en L2.

Propriété 1.5.5. Soient 0 € ¥, et 0 = cica...c,. sa décomposition en produit de cycles.

Alors e(o) = (—1)" "

Démonstration. Pour i € {1,2,...,r}, appelons ¢; la taille de ¢;. La signature est multipli-
cative donc : . .
(o) = [Jete) = [T-1 = ()=,
i=1 i=1
Mais on a vu a la suite de la définition 1.5.2 que Y., t; = n ce qui conclut la preuve. O

Enfin le théoréme 18 permet de donner une caractérisation du morphisme signature.

Propriété 1.5.6. La signature est l'unique morphisme non trivial de 3, dans le groupe a
deuz éléments {£1}.

Démonstration. Le fait que la signature vérifie les deux propriétés découle directement du
théoréme 18 et de la remarque 1.5.1. Vérifions que c’est le bien le seul. Soit ¢ un morphisme
non trivial de ¥,, dans {£1}. Alors comme ¥,, est engendré par les transpositions, il existe
une transposition 7 telle que ¢(7) = —1 (sinon ¢ serait trivial). Le morphisme ¢ étant a
valeur dans un groupe commutatif, il est constant sur les classes de conjugaison (le vérifier).
Comme toutes les transpositions sont conjuguées, ¢ prend la valeur —1 pour toutes les trans-
positions. Et donc ¢ = € sur I’ensemble des transpositions. En utilisant encore une fois que
les transpositions engendrent X,,, on a I'égalité : ¢ = €. U

Les permutations de signature +1 (qui sont appelées les permutations paires) sont par
définition les éléments du noyau du morphisme signature. On appelle ce noyau le groupe
alterné, nous le noterons ici A,. Par définition, A,, est donc un sous-groupe distingué de %,,.
Voici quelques propriétés de ce groupe.

Propriété 1.5.7. (a) Le groupe A, est de cardinal n!/2
(b) C’est le seul sous-groupe d’indice 2 de %,.
(¢) 1l est engendré par les 3-cycles.
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Démonstration.

(i) On utilise le premier théoréme d’isomorphisme appliqué au morphisme signature : le
quotient ¥, /A, est isomorphe au groupe {41} qui est de cardinal 2, d’ou ’assertion.

(i) Soit K un sous-groupe de ¥, d’indice 2. Alors 'exercice 25, K est distingué. Comme
Y,/ K est de cardinal 2, il est isomorphe au groupe {+1}. En considérant le morphisme
quotient m de ¥,, dans ¥,,/K, on donc un morphisme de ¥,, dans {£1} et de noyau K.
D’aprés la propriété 1.5.6, ce morphisme est le morphisme signature dont le noyau est
A,, et donc K = A,.

(i1i) Voir 'exercice 42.

1.5.4 Le groupe A, est simple

La notion de groupe simple est fondamentale dans I’études des groupes (finis). Commen-
cons par définir cette notion.

Définition 1.5.4. Soit G un groupe, on dit que G est un groupe simple si les seuls sous-
groupes distingués de G sont {e} et G.

De facon imagée et pour motiver la définition, on peut voir les groupes simples comme
des espéces d’atomes constituant la « matiére » des groupes. De fagon plus concréte, on peut
déja regarder les groupes simples finis et commutatifs.

Exemple(s) 1.5.2. Les groupes d’ordre premier sont simples. Ce sont les seuls groupes finis
commutatifs simples.

Nous allons voir que le groupe A,, pour n > 5 est simple.
Théoréme 19. Pour n > 5, les 3-cycles de A,, sont conjugués et le groupe A,, est simple.

Démonstration. Commengons par montrer la premiére assertion. Soient (abc) et (a'b'c’)
deux 3-cycles. Ils sont de méme type, et d’aprés la propriété 16 ils sont conjugués dans X,,.
Il existe donc o € %, tel que o(abc)o~! = (a'b/c). Si o € A, on a terminé. Sinon, soient d, e
deux éléments de X,, qui n’appartiennent pas a 'ensemble {a, b, c} (on utilise ici que n > 5).
Posons ¢’ = o(de), alors on a o’(abc)o’™! = (a'b/'c) et o’ € A,, et donc (abe) et (a'b/c’) sont
conjugués dans A,.

Soit K un sous-groupe distingué de A, différent de l'identité. Il s’agit de montrer que
K = A,,. Mais pour cela il suffit de montrer que K contient un seul 3-cycle. En effet comme
les 3-cycles sont conjugués dans A, et que K est distingué, si K contient un 3-cycle il les
contient tous. Et comme ces 3-cycles engendrent A,,, on a bien A, = K.

Montrons donc que K contient un 3-cycle. Soit ¢ € K tel que le nombre de points fixes
de X soit maximal parmi les éléments de K \ {e}, et montrons que cet élément est forcément
un 3-cycle.

On décompose o en produit de cycles a supports disjoints. Si dans cette décomposition,
tous les cycles sont des transpositions, alors il y a au moins deux transpositions. Supposons
que ces deux transpositions s’écrivent (ab) et (cd) avec {a,b,c,d} € X, distincts. On peut
donc écrire o = (ab)(cd)cs ... ¢ ol cs, ..., ¢ sont des cycles a supports disjoints de ’ensemble
{a, b, c,d} ; notons qu’ici nous n’indiquons que les cycles de taille supérieure ou égale a deux,
les points fixes ne sont pas indiqués. Considérons maintenant e ¢ {a,b,c,d} et le cycle 7 =
(cde). Alors Tor~! = (ab)(de)cs ... c, ot les cycles cf, ..., c, ont leurs supports disjoints de
{a,b,d,e}. Remarquons que puisque K est distingué, I’élément 707! appartient a K. Soit

p = Tor o1, c’est aussi un élément de K différent de Iidentité. I fixe a et b, ainsi que

50



tous les éléments fixés par o et qui ne sont pas dans I'ensemble {a, b, ¢, d, e}. Mais du coup,
comme o ne fixe aucun des points a, b, ¢, d, I’élément p fixe plus de points que o ce qui est
une contradiction.

Supposons maintenant que ¢ n’est ni un 3-cycle, ni un produit de transpositions. Alors
on écrit la décomposition en cycle & supports disjoints : ¢ = ¢;...c¢,. On peut supposer que
la taille de ¢; est supérieure ou égale a 3. Et on écrit ¢; = (abc...). Alors il existe au moins
deux éléments distincts d et e non fixés par o et n’appartenant pas a l’ensemble {a, b, c}. En
effet, si ¢; est un 3-cycle alors par hypothése r > 2 et le résultat est clair. De méme si r =1,
alors la taille de ¢; est plus grande que 5 et on peut choisir deux éléments dans le support de
c1 distincts de a, b, ¢ .

Posons comme précédemment 7 = (cde). Alors 7o~ ! = (abd...)chcy . .. ch.. Comme pré-
cédemment, I'élément p = 7o7 1o~}
tous les éléments qui n’appartiennent pas a l’ensemble {a,b,c,d, e} et qui sont fixés par o.
Mais comme o ne fixe aucun des éléments de I'ensemble {a,b,c,d, e}, 'élément p fixe plus
d’éléments que o ce qui est une contradiction. Il reste donc une seule possibilité : o est un
3-cycle. O

est un élément non trivial de K qui fixe b ainsi que

Remarque(s) 1.5.1. Pour n < 4 la situation est bien comprise. Tout d’abord pour n =1 ou
2 le groupe A, est réduit a un seul élément, il est donc trivialement simple. Pour n = 3, alors
As est isomorphe au seul groupe d’ordre 3, le groupe cyclique d’ordre 3 qui est également
simple.

Par contre A4 n’est pas simple. On considére le sous-ensemble de ¥4 suivant :

K = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Il est immédiat de vérifier que K est un sous-groupe de ¥4, isomorphe a (Z/27)? ; de plus
en utilisant la propriété 1.5.4 on vérifie que K est distingué dans >4. Il est donc distingué dans
A4 qui n’est pas un groupe simple. On aurait donc pu énoncer le théoréme sous la forme :
pour n # 4, A, est simple.

1.5.5 Exercices

Exercice 41 (¢)
Montrer que toute permutation d’ordre 10 dans Xg est impaire.

Exercice 42 (c)

(a) Montrer que le produit de deux transpositions distinctes est un 3-cycle ou un produit de
deux 3-cycles. En déduire que A,, est engendré par les 3-cycles.

(b) Montrer que A,, =< (123),(124),...,(12n) >.

Exercice 43 (c)

Montrer que dans 35, tout élément o est conjugué & son inverse. De plus montrer que
’élément qui conjugue o et o~ ! peut étre choisi d’ordre 2. En déduire que tout élément de
>, s’écrit comme le produit de deux éléments d’ordre 2.

Exercice 44 (a)

Soit G un groupe simple d’ordre 60. Le but de cet exercice est de montrer que G est
isomorphe & As. On note no, ns, ns le nombre de 2-Sylow, 3-Sylow et 5-Sylow de G. Soit G
un groupe simple d’ordre 60. Le but de cet exercice est de montrer que G est isomorphe & As.
On note ng, ns, ns le nombre de 2-Sylow, 3-Sylow et 5-Sylow de G.

(a) Supposons que G agisse non trivialement sur un ensemble a n éléments, montrer qu’il
existe un morphisme injectif ¢ de G dans X,,. En déduire que n > 5 et que si n = 5, alors
G est isomorphe a As.
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Montrer que ns = 6; en déduire que G admet 24 éléments d’ordre 5.

Montrer que ng est égal a 4 ou 10. En utilisant la premiére question montrer que n3 # 4.
En déduire que ng = 10 et que G admet 20 éléments d’ordre 3.

Montrer que ny = 3,5 ou 15. Toujours avec la premiére question, montrer que ny # 3.
Supposons ny = 5, conclure.

Supposons que ny = 15. Montrer qu’il existe deux 2-Sylow distincts Hy et Hy dont U'inter-
section contient un élément d’ordre 2. Soit s cet élément, montrer que son centralisateur
C=2Zg(s) ={g9g € G| gs=sg} est dordre 12,20 ou 60. Montrer que la seule possibilité
est 12 (en utilisant la premiére question), et conclure.
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Chapitre 2

Algebre linéaire approfondie

2.1 Endomorphismes et matrices semblables

2.1.1 Motivations

Le but de cette partie est d’étudier les endomorphismes & « changement de base prés ».
Précisons cela : soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et f un
endomorphisme de E' (une application linéaire de E dans lui-méme). Pour chaque choix d’une
base £ de E, on obtient une matrice que I'on notera Matz(f). On veut essayer d’apporter
des réponses aux questions suivantes :

(i) Est-ce qu’il existe une base # dans laquelle la matrice Matz(f) est simple ?
(i1) Si A et B’ sont deux bases, quel est le lien entre Matg(f) et Matg (f)?
(77i) Quelles sont les fonctions « invariantes » par changement de bases ?

Vous connaissez déja des débuts de réponses. Pour la question (i), vous avez vu en L2 que
certains endomorphismes sont diagonalisables, c’est a dire qu’il existe une base dans laquelle
la matrice de f est diagonale. Pour les questions (ii) et (iiz), vous savez que le déterminant,
la trace, le polynéme caractéristique sont invariants par changement de base.

2.1.2 Deéfinitions d’endomorphismes et de matrices semblables

Pour formaliser plus précisément toutes ces questions, nous allons introduire la notion
d’endomorphismes semblables. Mais rappelons d’abord quelques notions et notations sur la
correspondance entre applications linéaires et bases.

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension respectives n, m sur un corps K et f €
Z(E, F) une application linéaire de E dans F'; soient # une base de E et ¢ une base de
F, on note Maty #(f) la matrice de f dans les bases % et €. Les colonnes de cette matrice
sont les coordonnées dans la base ¥ de I'image par f des vecteurs de la base %, et donc cette
matrice admet m lignes et n colonnes, elle appartient donc a 'espace M, ,(K).

Lorsque E = F' et # = ¢, on note Matg »(f) plus simplement par Matz(f).

Rappelons le lien entre applications linéaires et matrices.

Propriété 2.1.1. Soient E, F deur K-espaces vectoriels de dimension respectives n et m
comme ci-dessus et soient B une base de E et € une base de F', alors Uapplication suivante :
Z(E,F) — M;.(K)

f —  Maty %(f)
est une application linéaire bijective. De plus, dans le cas ot m = n, cette application est

compatible avec le produit existant sur les deux espaces, et l’endomorphisme f est bijective si
et seulement si la matrice Maty z(f) est inversible.
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Rappelons maintenant la formule de changement de base dans ce contexte.

Propriété 2.1.2. Soient E, F et f comme ci-dessus. Soient B, %' deux bases de E et €, ¢’
deux bases de F'. On a l’égalité suivante :

Mat%w“@/ (f) = Matcg/;g(]lF)Matcg,g(f)Mat!@“@/ (]lE)
Nous allons maintenant pouvoir définir la notion d’endomorphismes semblables.

Définition 2.1.1. Soient K un corps, n € N, E un K-espace vectoriel de dimension n, et
(f,g9) € End(FE) deux endomorphismes de E. On dit que f et g sont semblables, s’il existe
deux bases B, A’ de F telles que Mat»(f) = Matg (g).

Nous allons voir une autre fagon d’énoncer que deux endomorphismes sont semblables et
nous en déduirons aisément que cette relation est une relation d’équivalence.

Propriété 2.1.3. (i) Les endomorphismes f et g sont semblables si et seulement s’il existe

une application linéaire inversible s € GL(E) telle que f = sgs™!.

(ii) la relation « étre semblable a »est une relation d’équivalence.

Démonstration.

(i) Supposons que f et g soient semblables, il existe donc deux bases & et %' tels que
Matg(f) = Matg (g). Soit P la matrice de passage suivante : P = Matg z(1g). Alors
P est inversible d’inverse P~ = Matgz 2 (1E) et d’apres la formule de changement de
base (propriété 2.1.2), on a I'égalité :

Mat g (g) = Matg,g/,%(]IE)MatE%(g)Mat%:@/(]IE) = PMat%(g)Pil.
Et donc nous avons finalement :
Matg(f) = P~ Matz(g)P.

D’apreés la propriété 2.1.1, il existe s € GL(E) tels que P = Mat»(s), et I'égalité ci-
dessus devient : f = sgs™ 1.
(ii) Ce point est laissé en exercice.

O

On considére trés souvent ’espace vectoriel £ = K" ; dans ce cas les endomorphismes
de E sont donnés directement par des matrices. Si I'on traduit pour ces endomorphismes
particuliers la propriété d’étre semblables, on obtient la notion de matrices semblables.

Définition 2.1.2. Soient n € N et (M, N) € M,, deux matrices carrées de taille n, on dit que
M et N sont semblables s'il existe une matrice P € M,,(K) inversible telle que : M = PNP~L.

Pour finir cette introduction, et pour faire le lien avec le chapitre précédent, on peut
remarquer que cette équivalence entre endomorphismes ou matrices provient d’une action de
groupe. A cet effet, rappelons que I’ensemble GL(E) des applications linéaires de E dans E
(resp. I’ensemble GL,,(K) ) est un groupe. Le groupe GL(E) (resp. GL,(K)) agit sur I'espace
End(FE) (resp. My, (K)) :

GL(F) x End(F) — End(FE)

(s,.f) = sfsT!
« GL,(K) x M, (K) — M, (K)
(P, M) — PMP1-

Propriété 2.1.4. Deux endomorphismes (resp. deuz matrices) sont semblables si et seulement
s’ils (resp. si elles ) sont dans la méme orbite pour l'action définie ci-dessus.

Démonstration. Il suffit d’appliquer les définitions. O
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2.1.3 D’autres rappels
Voici quelques rappels du cours de L2.

Définition 2.1.3. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, et f € End(F),
on dit que A est valeur propre s’il existe v € E non nul tel que f(v) = Av. Pour A une
valeur propre, on définit ’ensemble des vecteurs propres de valeur propre A en posant :

Ey={ve E|f(v)=Xv}=ker(f — Ag).

Rappelons que E) est un sous-espace vectoriel (c’est clair par la deuxiéme égalité); on
peut le définir méme si A n’est pas une valeur propre, mais dans ce cas Fy = {0}.

Pour finir avec F) remarquons que c’est un sous-espace stable par f, c’est a dire que
f(Ey)) C E) et que la restriction de f a F) est une homothétie de rapport .

Pour f € End(E), on définit le polynome caractéristique de f, en posant Pr(X) = det(f—
X1g).

Propriété 2.1.5. Soient f € End(F) et A € K, alors A est une valeur propre si et seulement
si Pr(\) = 0.

Démonstration. Voir le cours de L2. O

L’ensemble des valeurs propres est donc ’ensemble des racines d’un polynéme de degré
n = dim F. Pour un tel polynoéme, il y a plusieurs facons d’écrire ses racines et la factorisation
qui 'accompagne. Si on considére ’ensemble des racines comme un p-uplet : (p1, po, . . ., fip)
alors la factorisation de P s’écrira :

P(X) = Q(X) J[(X - m),

=1

avec () un polynéme n’admettant pas de racines. Ici, on peut avoir p; = p; avec i # j.
On peut aussi considérer les racines comme un multi-ensemble, c’est a dire ’ensemble
support : {A1,..., A}, et une fonction multiplicité :

{)\17“-,)\7"} — N
)\z’ = N

La factorisation va s’écrire
-

P(X) = Q(X) [T(x — )™,
=1

7

ou @ est un polynéme qui n’admet pas de racines dans K. Ici si i # j alors A; # A;. Les deux
écritures sont dépendantes, par exemple, on a Y ;_, n; = p.

Dans les deux cas, si le polyndme est scindé (s’il admet n racines comptées avec multipli-
cités), par exemple si K = C, alors ) est une constante.

Rappelons que 'ensemble des valeurs propres de f € End(F) s’appelle le spectre de F,
on le note spec(f). Les racines du polynéme caractéristique forment donc un multi-ensemble,
et on peut écrire la factorisation de ce polynéme sous la forme :

Pr(X)=QX) [ x-xnm,
A€espec(f)

ol () est un polynéme n’admettant pas de racines dans K.
Rappelons qu'un endomorphisme est diagonalisable, sl existe une base 4 telle que Mat »( f)
soit une matrice diagonale. On a la propriété suivante :

55



Propriété 2.1.6. Soit f € End(E), on a équivalence entre :
(i) L’endomorphisme f est diagonalisable.
(ii) La matrice de f dans une base quelconque est semblable & une matrice diagonale.

(i1i) Pour tout A € spec(f), on a l’égalité ny = dim E, et le polynome @ est une constante.

(iv) On a Uégalité :
E= € E.

A€spec(f)
Démonstration. Voir le cours de L2. |

On peut déja apporter une réponse partielle & une des questions de 'introduction. Pour
cela, on considére deux endomorphismes (f,f) € End(E)%2 Si A € spec(f) (resp. A €
spec(f’)), nous noterons ny la multiplicité de A dans Py (resp. n la multiplicité de A dans
Pf/)

Propriété 2.1.7. Soient (f, f') € End(E)? deur endomorphismes diagonalisables, alors f et
[’ sont semblables si et seulement si spec(f) = spec(f’) et si pour tout \ € spec(f), on a
Uégalité ny = n)\.

Démonstration. Si les deux endomorphismes sont semblables, alors il existe deux bases %
et #' de F telles que Mat»(f) = Matg (f'). En calculant le polynéme caractéristique de
f (resp. de f’) dans la base # (resp. de f’ dans la base '), on obtient 'égalité Py = Py
Et donc f et f’ ont méme valeur propre comptées avec multiplicités. Remarquons que pour
montrer ce sens, nous n’avons pas utiliser le fait que f et f’ soient diagonalisables.
Supposons maintenant que spec(f) = spec(f’) et que pour tout A € spec(f), ny = n}.
Comme f est diagonalisable, il existe une base £ telle que Mat z( f) soit une matrice diagonale.
Les coefficients sur la diagonale sont les valeurs propres de Py, c’est a dire les A, chacune
apparaissant ny fois. On peut faire la méme remarque pour f’ : il existe une base %’ telle que
Mat g (f') soit diagonale, et d’aprés I'hypotheése, on a : Matz(f) = Matg (f'), c’est a dire f
et f’ sont semblables d’aprés la définition 2.1.1. O

2.1.4 Exercices

Exercice 45 (¢)

On rappelle qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est trigonali-
sable, si cet endomorphisme est semblable & une matrice triangulaire (ot de maniére équiva-
lente, un endomorphisme f est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle la matrice de
f soit triangulaire).

1. Montrer qu’un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynéme carac-

téristique est scindé.

2. Montrer que deux endomorphismes trigonalisables qui commutent peuvent étre trigo-

nalisé dans une méme base.

Exercice 46 (c)
Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie commutant
entre eux et diagonalisables.

1. Montrer que f laisse stable les sous-espaces propres de g.

2. En déduire que f et g sont simultanément diagonalisables(i.e. diagonalisables dans une
méme base).
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3. Plus généralement, soit (f;);c; une famille d’endomorphismes qui sont diagonalisables
et qui commutent deux & deux; montrer que tous les éléments de cette famille sont
simultanément diagonalisables. Indication : faire une récurrence sur la dimension de
I’espace.

Exercice 47 (a)

Soient K un corps et M, N deux matrices appartenant a M,,,(K), on dit que M et N
sont équivalentes, s’il existe deux matrices inversibles (P, Q) € GL,,(K) x GL,(K) telles que
M = PNQ.

1. Montrer que la relation définie ci-dessus est bien une relation d’équivalence.

2. Montrer que cette relation provient d’une action de groupe que 'on déterminera.

3. Montrer que dans le cas ot m = n, alors si M et N sont semblables, elles sont équiva-

lentes. Que pensez-vous de la réciproque ?

4. Montrer que M et N sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

2.2 Polynémes d’endomorphismes, polynéme minimal

Notons K[X] I’ensemble des polynémes sur un corps K; rappelons que cet ensemble est
une K-algebre. Ce qui veut dire que K[X] est un espace vectoriel (de dimension infinie) et que
cet espace est muni d’un produit :

K[X] x K[X] — K[X]
(P,Q) = PQ ;

cette application est bi-linéaire et de plus ce produit est commutatif et associatif. Une autre
ensemble que nous avons rencontré et qui admet une structure d’algébre est I'espace End(F) ;
c’est un espace vectoriel sur K et la composition est un produit qui est associatif, mais non
commutatif. Si f € End(E), et P € K[X] = > ;a;X?, alors en considérant les puissances
de f comme la composition de f avec lui-méme et avec la convention habituelle que f = 1,
on peut calculer P(f) = Y." ja;f* qui est un élément de End(E). On peut donc définir
I’application :
Iy : K[X] — End(E)
P P(f)

Cette application est linéaire, c’est & dire que pour tout A € K et tout (P, Q) € K[X]?, on

(P + Q) = II;(P) + 1I;(Q) et II;(AP) = AlIf(P),

ce qui peut s’écrire :

(P+Q)(f) = P(f) + Q(f) et (AP)(f) = A(P(f))-

C’est un peu moins évident, mais cette application est également compatible avec le pro-
duit.

Propriété 2.2.1. Pour tout (P,Q) € K[X]?, on a II;(PQ) = I(P)II#(Q), ou autrement
dit (PQ)(f) = P(£)Q(f)-

Démonstration. Comme le produit est linéaire par rapport & chacun des deux termes du
produit, on se rameéne & montrer I'assertion pour P = X% et ) = X", mais pour ces deux
mondmes, 1’égalité est évidente. O

Donnons une application simple et trés utile des propriétés des polynémes d’endomor-
phismes.
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Propriété 2.2.2. Soient f € End(FE) et P € K[X], alors ker P(f) est stable par f.

Démonstration. Soit v € E tel que v € ker P(f); alors par définition, on a P(f)(v) = 0.
Montrons que f(v) € ker P(f). Pour cela on effectue le calcul suivant :

P(N)(N)(v) = (PX)(f)(v) = (XP)(f)(v) = fP(f)(v) = £(0) = 0.

La premiére et troisiéme égalité proviennent de la compatibilité du produit dans K[X] et
End(FE), et la deuxiéme du fait que le produit dans K[X] est commutatif. O

Voici des propriétés de 'image et du noyau de I’application 11;.

Propriété 2.2.3. Soient f € End(E) et I1¢ Uapplication définie ci-dessus. On a les propriétés
sugvantes :

(i) Le noyau de Ily est un idéal de K[X], c’est a dire que ker Iy est un sous-espace vectoriel
et pour tout P € kerIly et pour tout Q € K[X]|, on a PQ € kerIl;.

(it) L’image de Il est un sous-algebre de End(E) qui est commutative.

Démonstration. Le premier point se montre par un calcul direct. Pour le deuxiéme point,
on vérifie en utilisant les propriétés de 11y que I'image de Iy est un sous-espace vectoriel et
stable par multiplication. De plus, comme le produit sur K[X]| est commutatif, le produit sur
I'image de II; l'est également. O

Rappelons deux propriétés concernant ’arithmétique des polynoémes.

Propriété 2.2.4. Soit I un idéal différent de 0 de K[X], alors il existe un unique polynéme
unitaire P tel que I = PK[X] = {PQ|Q € K[X]}.

Démonstration. C’est un résultat que vous avez vu en L2 ; pour vous rafraichir la mémoire :
pensez & la preuve de la propriété sur les sous-groupes de Z en remplagant la division eucli-
dienne dans les entiers par la division euclidienne sur les polynoémes. U

Propriété 2.2.5. Egalité de Bézout pour les polynémes

Soient P et Q@ deux polyndmes premiers entre eux, c’est a dire que les seuls diviseurs
communs de P et Q sont les polynomes constants. Alors il existe deuz polynomes (R, S) €
K[X]? tels que RP + SQ = 1.

Démonstration. Voir également le cours de L2 ; on peut aussi retrouver une preuve : consi-
dérer la somme de 'idéal engendré par P et de I'idéal engendré par @), c’est un idéal, et on
peut utiliser la propriété précédente. O

2.2.1 Le polynéme minimal, le polynéme caractéristique

L’application II; n’est pas injective, son noyau n’est donc pas réduit a 0, il existe un
polynome unitaire, noté My tel que kerII; = M¢K[X]. Ce polynéme est appelé le polynome
minimal de f. Notons que si @ € kerIly, alors Q(f) = 0; on dit que @ est un polynome
annulateur de f. Donnons quelques exemples.

Exemple(s) 2.2.1. (i) Si E est l'espace de dimension 0, alors le noyau de II; est égal a
K[X] tout entier, dans ce cas My =1,
(ii) Le cas ci-dessus est le seul cas ou le polynéme minimal est constant, en effet si dim £ > 0,
My est degré au moins égal a 1 et si A € K, My = X — X si et seulement si f = A g.
On peut voir dans cet exemple que le degré du polynéme minimal peut étre beaucoup
plus petit que le degré du polynéme caractéristique.
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On a la caractérisation suivante de My parmi les polynémes annulateurs de f :

Propriété 2.2.6. Soit f € End(E), soit Q € K[X] unitaire tel que Q(f) = 0, alors on a
équivalence entre :

(i) Pour tout P tel que P(f) =0, alors Q | P

(1) @ = My
Démonstration. Puisque Q(f) = 0 on sait déja que My | Q. Du coup si (i) est vrai alors
comme My (f) =0, ona @Q | My ce qui implique (4¢). La réciproque est évidente. O

Rappelons maintenant un théoréme vu ’année derniére.

Théoréme 20. Le théoréme de Cayley-Hamilton Soit f € End(E) et soit Py son poly-
nome caractéristique, alors P¢(f) = 0.

Démonstration. Cette preuve a été vu en L2, par souci de complétude nous la rappellerons
dans la partie 2.3. O

Les équivalences suivantes sont directes :

Mf | Pf 4 Pf € keer < Pf(f) =0.
On en déduit un énoncé équivalent du théoréme précédent.

Théoréme 21. Le théoréme de Cayley-Hamilton (deuxiéme version) Soient f €
End(E), My et Py le polynome minimal et caractéristique de f ; alors My divise Py.

Un autre lien entre le polynéme minimal et le caractéristique est le suivant :
Propriété 2.2.7. Soit Q irréductible, tel que ker Q(f) # 0, alors Q | M.

Démonstration. Par I’absurde. Si @) ne divise pas M; alors comme @ est irréductible @
et My sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout pour les polynémes, (voir la
propriété 2.2.5), il existe donc R et S tels que RQ + SMy = 1. Soit v € ker Q(f) non nul,
alors RQ(f)(v) + SMy(f)(v) = v, mais les deux termes de gauche sont nuls. O

Si on suppose que le polynéme caractéristique de f est scindé, ce qui est toujours le cas
si le corps de base est C, alors le polynéme minimal posséde les mémes facteurs irréductibles
que le polynéme caractéristiques. En effet, on a la proposition qui suit.

Propriété 2.2.8. On suppose que le polynome caractéristique Py est scindé ; soit Q un facteur
irréductible de Py, alors Q | M.

Démonstration. Par hypothese le facteur irréductible ¢ de Py est de degré 1, donc de la
forme X —\ ; le scalaire A est une racine de P et une valeur propre de f. Par définition ker Q(f)
est I’espace propre associé & A, il est donc non nul. On applique la proposition précédente 2.2.7
pour conclure. O

Remarque(s) 2.2.1. Avec un peu plus d’outils, nous verrons que ce résultat reste correct
méme si le polynéme caractéristique n’est pas scindé : voir le théoréme complémentaire 27.

Voici maintenant quelques résultats pratiques sur le polynéme minimal et le polynéme
caractéristique d’une somme directe de sous-espace stables.
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Propriété 2.2.9. Soit f € End(FE); on suppose qu’il existe des sous-espaces vectoriels
Ev, Es, ..., Es stables par f et tels que :

E= éEz
i=1

Pouri € {1,2,...,s} posons f; = fg, et P; (resp. M;), le polynome caractéristique (resp. le po-
lynéme minimal) de f;. Soient Q1,Q2, ..., Qs s polynomes tels que pour tout i € {1,2,...,s},
Q; soit un polynome annulateur de f; et enfin soit Q@ un polynome annulateur de chacun des
fi- On a alors les résulats suivants :

(i)
(i)

(iii)
(i)

Q est un polynome annulateur de f.
Q1Q2...Qs est un polynéme annulateur de f.
S
rr =]
i=1
My = ppem(My, Mo, ..., Mj).

Démonstration.

(i)

(1i)
(iii)

(i)

Soit v € F, on doit montrer que Q(f)(v) = 0; pour cela on décompose v dans la somme
directe : v =), v;, ou pour tout i € {1,2;...,s}, v; € E;. On peut alors calculer :

Qf)(v) = Q(f) (Z vz) =Y QN(w).
i=1 i=1

Or chacun des termes de la somme ci-dessus est nul puisque par hypothése pour tout
i€{1,2,...,s}, Q est un polynéme annulateur de f; et que Q(f)(vi) = Q(fi)(vi).

Si on pose @ = Q1Q2 ... Qs alors on vérifie que pour tout i € {1,2,...,s}, et pour tout
v; € E;, on a Q(v;) = 0, et on utilise le point (7).

Choisissons une base & = %1 U %o U ... U B, compatible avec la décomposition en
somme directe de F. Alors dans cette base la matrice de f est diagonale par blocs et
chaque bloc est égal & la matrice d’'un endomorphisme f; :

Matg, (f1) * * *
* Mat%’z(fQ) *
* % *  Matg,_(fs)

ol les étoiles remplacent des coefficients égaux a zéro. La matrice f — X1g qui permet
de calculer Py est également diagonale par blocs, et chaque bloc diagonal est égal a
la matrice de f; — X1p, dans la base %;; on conclut la preuve du premier point en
utilisant que le déterminant d’une matrice diagonale par blocs et égal au produit des
déterminants des blocs diagonaux.

Pour le dernier point, posons @ = ppmc(My, Ma, ..., M), alors @ est un polyndme
annulateur de chacun des f; et donc un polynéme annulateur de f d’aprés le point (7).
Soit R un polynéme annulateur de f, montrons que R est un multiple de (). Pour cela
il suffit de remarquer que pour i € {1,2,...,s} R est un polynoéme annulateur de f; et
donc M; | R. Par définition du ppme, on a @ | R.

0

Remarque(s) 2.2.2. Dans la propriété ci-dessus les résultats sont vrais méme si un ou
plusieurs sous-espaces parmi F; est de dimension nulle : dans ce cas, le polynéme minimal et
le polynéme caractéristique de la restriction est constant et égal a 1.
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2.2.2 Le lemme des noyaux

Nous avons vu dans la propriété 2.2.2 que si f € End(E) et Q € K[X] alors ker Q(f) est
un sous-espace stable par f. L’existence d’un sous-espace stable F' C E conduit & une question
naturelle : est-ce qu’il existe un sous-espace supplémentaire de F' dans E stable par f7 Si f
est diagonalisable alors la réponse est oui : pour tout sous-espace stable F' il existe un sous-
espace supplémentaire G stable par f et c’est méme une caractérisation des endomorphismes
diagonalisables (voir l'exercice 51).

Cependant, méme si f n’est pas diagonalisable, on peut produire des sous-espaces stables
admettant un supplémentaire : c’est la situation rencontrée dans le lemme des noyaux.

Théoréme 22. Soient f € End(FE) et P et Q deux polynémes premiers entre euz, alors
Uespace ker(PQ(f)) se décompose en somme directe de sous-espaces stables par f de la fagon
sutvante :

ker(PQ(f)) = ker P(f) @ ker Q(f).

De plus les projecteurs de ker(PQ(f) sur les espaces ker P(f) et ker Q(f) sont des polynomes
en f.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on a bien I'inclusion ker P(f) C ker(PQ)(f) (idem
pour ker Q(f)) et que d’aprés la propriété 2.2.2, les deux sous-espaces ker P(f) et ker Q(f) sont
stables par f. Comme P et () sont premiers entre eux, d’aprés 1'égalité de Bézout (propriété
2.2.5), il existe deux polynomes (R,S) € K[X] tels que RP + SQ = 1; et donc RP(f) +
SQ(f) = 1g Soit v € ker P(f) Nker Q(f), alors on a RP(f)(v)+ SQ(f)(v) = v, mais comme
P(f)(v) =Q(f)(v) =0, onav=0.

De méme si v € ker PQ(f), alors toujours en utilisant Bézout, on peut écrire v =
RP(f)(v)+SQ(f)(v); onremarque ensuite que RP(f)(v) € ker Q(f) et SQ(f)(v) € ker P(f),
on a donc bien ker(PQ(f)) = ker P(f)@ker Q(f). Et au passage, on constate que RP(f) (resp.
SQ(f) est la projection de ker PQ(f) sur ker Q(f) (resp. ker P(f)), et ces deux morphismes
sont bien des polynoémes en f. O

Dans la suite, nous aurons besoin d’une version du lemme des noyaux plus générale.

Théoréme 23. Soient f € End(FE) et r un entier supérieur ou égal a 2 et P, Py, ..., P, des
polynomes premiers deuz a deux, alors l'espace ker(Py ... P.(f)) se décompose en somme de
directe de sous-espaces stables de la facon suivante :

T
ker(Py ... P(f)) = @ ker P(f).
i=1
De plus les projecteurs de ker(Py...P.(f)) sur chacun des termes de la somme sont des

polyndémes en f.

Démonstration. On fait une récurrence sur r. D’apreés le théoréme précédent, ’assertion est
vraie pour r = 2. Supposons qu’elle soit vrai jusqu’au rang r — 1. Comme P; est premier avec
tous les P; pour ¢ € {2,3,...,r}, en appliquant encore une fois le théoréme précédent, on a

ker(Py ... Pr(f)) = ket Py (f) @ ker(Py ... Po(f)).

et la projection sur les deux facteurs est un polynéme en f. On applique ensuite '’hypothése
de récurrence sur ker(P, ... P.(f)) pour conclure. O
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2.2.3 Sous-espaces caractéristiques

On a vu précédemment (dans la propriété 2.1.6) que si f € End(FE), alors f est diagona-
lisable si et seulement si ’espace E s’écrit comme somme directe des sous-espaces propres de
f. Lorsque f n’est pas diagonalisable, on va définir pour chaque valeur propre un sous-espace
associé qui sera un sous-espace un peu plus « gros » que le sous-espace propre, de sorte que
FE sera somme directe de ces nouveaux sous-espaces.

Définition 2.2.1. Soient f € End(FE) et spec(f) 'ensemble des valeurs propres de f. Pour
tout A € spec(f), on définit le sous-espace caractéristique associé a A :

B = | ker(f — M p)*
keN

Comme 'union de sous-espaces vectoriels n’est pas forcément un sous-espace vectoriel, il
n’est pas clair que E* est un sous-espace vectoriel ; nous allons voir que c¢’est pourtant bien
le cas dans la propriété qui suit.

Propriété 2.2.10. Soit f € End(E), alors pour tout A € spec(f), E* est un sous-espace
vectoriel qui contient le sous-espace propre E.

Démonstration. Les deux assertions de la propriété découlent de la remarque élémentaire
suivante : pour tout endomorphisme g € End(E) et pour tout (i,j) € N tel que i < j, on a
ker g* C ker ¢. En appliquant cette remarque a ’endomorphisme g = f — Al g on obtient que
la suite des espaces vectoriels définissant E* est croissante pour I'inclusion ce qui entraine que
E? est bien un sous-espace qui contient ker(f — M g) = E). O

Avec ces outils, nous allons maintenant pouvoir montrer qu'un endomorphisme est diago-
nalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé et & racines simples. Rappelons
qu’un polynome de K[X] est scindé sur K si il s’écrit comme produit de polynéme de degré 1
(sur C tout polynome est donc scindé).

On a vu dans la proposition 2.2.8 que si A € specf, alors X — X divise My ; d’autre part
si p est une racine de My, c’est une racine de Py puisque My | Py et donc p € specf. Si My
est scindé, on peut donc écrire :

Mp= J[ x-xnm™.
A€spec(f)

Si de plus, Py est scindé, alors on a le méme genre de décomposition :

Pr(X)= (=" ][ (x=n™,
A€spec(f)

avec
Z ny = deg(P) = dim F = n.
Aespec(f)

et pour tout A € specf, 1 < my < n,. Remarquons que si M est scindé, on peut montrer que
Py est scindé (voir le théoréme 26), mais ce résultat est un peu technique, nous ne voulons
pas 'utiliser & ce stade du cours; d’ailleurs il n’est pas nécessaire pour le résultat principal de
cette section : les théorémes 24 et 25.

Gardons ces notations pour énoncer le théoréme qui suit.

Théoréme 24.
Décomposition de FF en somme directe de sous-espaces caractéristiques
Soit f € End(FE) tel que My soit scindé, on a les assertions suivantes :
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(i) Pour tout \ € spec(f), E* =ker(f — Mpg)™*.
(i) E= @ E
A€espec(f)

(iii) Si de plus Py est scindé, alors pour tout X € spec(f), dim E* = n,.

Démonstration. Avec les notations introduites, on a :

M= J[ (x-xnm™
A€spec(f)
Remarquons que par définition ker My(f) = E; d’autre part comme les A € spec(f) sont

distincts, les facteurs du produit ci-dessus sont deux a deux premiers entre eux. On peut donc
appliquer le lemme des noyaux, et on obtenir :

E= P ker(f- g™,
X€spec(f)
ot chacun des sous-espaces ker(f—A1 )™ est stable par f. Pour tout A € spec(f), considérons
fa la restriction de f a ker(f — Alg)™>.

Alors pour tout A € spec(f), le polynéme minimal de fy est égal & (X — A)"*. En effet
sinon, d’aprés le point (iv) de la propriété 2.2.9, on obtiendrait un polynéme minimal de
degré strictement plus petit que le degré de M. La suite des noyaux ker(f — A1 £)* est donc
constante dés que k > my, et on a donc montré le point (i) et (7).

Pour montrer le point (iii), pour tout A € spec(f), posons dy = dim E*. Alors pour
tout A, le polynome caractéristique de fy divise le polynéme caractéristique de f (d’aprés la
propriété 2.2.9) et admet A comme seule valeur propre possible, il est donc égal a 4(X — \)%

avec dy < ny. Mais comme
S a=n= Y om
Aespec(f) A€spec(f)

pour tout A\ € spec(f), on a nécessairement dy = ny. U

Grace a ce théoréme sur la décomposition de I'espace en somme directe de sous-espaces
caractéristiques, on peut obtenir d’autres caractérisations de la diagonalisabilité d’un endo-
morphisme.

Théoréme 25. Soit f € End(F), on a équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) L’endomorphisme f est diagonalisable.
(i1) 1l existe un polynoéme annulateur de f scindé et a racines simples.
(i) Le polynome minimal My est scindé et a racines simples.
Démonstration. Supposons (i) et soit S le polynéme suivant :
sSx)= ] x-x.
A€spec(f)

Alors par construction S est un polynéme annulateur de f restreinte a E) pour tout A €
spec(f), et donc d’apres la propriété 2.2.9, S est un polynéme annulateur de f, ce qui montre
(i1).
Supposons (i7) et soit @ scindé a racines simples tel que Q(f) = 0, alors par définition,
My divise @, et My est scindé et a racines simples. Supposons (7i¢), on utilise le théoréme 24.
Puisque My est scindé, on a
E= p F

Aespec(f)
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et puisqu’il est a racines simples, E* = E) et donc au final :

E = @ E,,

A€spec(f)
ce qui implique bien que f est diagonalisable. U

Pour compléter ce cours, nous allons terminer par le résultat annoncé précédemment.
Théoréme 26. Soit f € End(E), alors Py est scindé si et seulement si My est scindé.

Démonstration. Tout d’abord un diviseur d’'un polynéme scindé est scindé, donc si Py est
scindé alors M l'est également.

Pour la réciproque : soit () un polynéme irréductible qui divise Py, alors d’apres le théoréme
qui suit il divise M. Si My est scindé, @ est donc de degré 1. . U

Il nous reste donc a montrer le résultat suivant :

Théoréme 27. Supposons que K soit un sous-corps de C, soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie, et soit f € End(E), alors tout polynome irréductible Q qui divise Py divise
M;y.

Démonstration. Soit @ un facteur irréductible de Py ; considérons Q(f) € End(F) ; comme
K C C, on peut étendre les scalaires et considérer E¢ l'espace vectoriel des combinaisons
linéaires complexes d’'une base % de E. Sur C le polynéme ) admet une racine A et on peut
écrire @@ = (X — A)R. Par définition (Eg)y est non nul et est inclus dans le noyau de Q(f),
et donc ker Q(f) # 0 sur E¢. Comme ceci se traduit par det Q(f) =0, on a ker Q(f) # 0 sur
FE/, mais alors on a vu dans la propriété 2.2.7 que ) divise alors le polyndéme minimal. U

Remarque(s) 2.2.3. L’hypothése sur le corps K n’est absolument pas nécessaire ; elle permet
juste de donner une démonstration plus rapide. Sans cette hypothése, on peut utiliser que
tout corps K est un sous-corps d’un (unique) corps algébriquement clos (ce corps s’appelle
la cloture algébrique de K). On peut aussi montrer un résultat un peu plus fort sans utiliser
cet argument de cloture algébrique : Py divise Mg oun = dimE. Ce résultat est énoncé et
démontré ci-apreés.

Théoréme 28. Soit f € End(E), ot E est un espace vectoriel de dimension finie égale a n,
Py son polynéme caractéristique, My son polynéme minimal. Alors Py divise My

Démonstration. Remarquons d’abord que si X et Y sont deux indéterminées, et si
I8
Mp(X) =) a;X'
i=0

alors
-

Mp(X) = My(¥) = (X = V) S as(X = V)L,
i=1
Evaluons ce polynoéme en les endomorphismes X = f et Y = M. (Notons que cette éva-
luation est bien définie puisque les deux endomorphismes f et Alp commutent). On obtient
alors :

My(f) = My(Mp) = (f — Mg)o (Z ai(f — )\]lE)i1> :

=1
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Comme M¢(f) =0, on obtient finalement ’égalité suivante entre endomorphismes :

Mi(Mpg) = —(f — Mpg)o (Zazf Mpg)i >

Les déterminants des deux endomorphismes de 1’égalité ci-dessus sont donc égaux. Calculons-
les.

det (Mp(Alp)) = det (Z ai()\]lE)i> = det (Z ai/\i]lE)

=0 1=0
= det (M;(\)1p)

= (My(N)"™.

D’autre part :

det [— (f—AMpg)o (Zai(f—A]lE)i_l>] =

i=1
(=1)"det (f — M) det (Z ai(f — AnE)i—l) .
i=1
Par définition det(f — Alg) = Pp(A) et Q(A) = (=1)"det (3 7_; ai(f — ALg)"™!) est un

polynome en A. Au final, on a donc :

(Mp(N)" = Pr(NQ(N),

d’ou le résultat. O

2.2.4 Exercices

Exercice 48 (¢)

Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel et @ € K[X] un polynéme irréductible.
Montrer que Q(f) est non bijective si et seulement si @ | My (une implication a déja été
montrée dans le cours, voir la propriété 2.2.7).

Exercice 49 (¢
Montrer que si F' C E est un sous-espace stable par f, alors M fir divise M. En déduire
que si Py est scindé et si on considére la décomposition de E en somme directe de sous-espaces

caractéristiques :
A
D =

Aespec(f)

@ EANF.

X€spec(f)

alors :

Exercice 50 (¢)

Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice A.
Pour chacun des cas proposés, décrire les sous-espaces propres, les sous-espaces caractéris-
tiques, et les sous-espaces stables pour f.

11 -1
1.A=| 11 1
11 1
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-1 0

50
-5 -1 3
Exercice 51 (a)

On dit qu'un endomorphisme f est semi-simple si pour tout sous-espace F' C E stable par
f, il existe une supplémentaire de F' stable par f. Montrer que si K = C, alors f est semi-
simple si et seulement si f est diagonalisable (indication : utiliser les résultats de l'exercice
49). Que pensez-vous de cette équivalence si K =R?

2.3 Compléments et rappel (une preuve du théoréme de Cayley-
Hamilton)

Pour compléter cette partie, nous allons maintenant donner une preuve du théoréme de
Cayley-Hamilton. Cela sera ’occasion d’introduire (ou de rappeler) deux outils trés utiles dans
la théorie : le polynéme minimal en un vecteur et la matrice compagnon d’un endomorphisme.

Définition 2.3.1. Soient E un espace vectoriel sur un corps K et f € End(E). A tout vecteur
v € F, on associe 'application suivante :

IT% -

v K[X] -  E

Po= P(f)(v)

Cette application est la composée de I'application II; définie précédemment et de I’éva-
luation en v. On en déduit immédiatement la proposition qui suit.

Propriété 2.3.1. Le noyau de l'application H? est un idéal non nul de K[X].
On peut donc maintenant définir le polynéme minimal de f au point v € F.

Définition 2.3.2. Le polynéme unitaire qui engendre 1’idéal ker HS% s’appelle le polynéme
minimal de f en v; ce polynéme est noté M}’

Remarquons que si My est le polynome minimal de f, alors M; € ker H? et donc pour
tout v € £, My | M. Autrement dit My est le diviseur unitaire de My de plus petit degré
parmi les polynomes @Q € K[X], tels que Q(f)(v) = 0.

Définissons maintenant la matrice compagnon d’un polynéme.

Définition 2.3.3. Soient K un corps, n un entier non nul, (ag,a,...,a,—1) € K" et P(X)
le polynéme unitaire suivant :

P(X) = ag ‘|’CllX—|—(I2X2 —I—...—i—anle”_l X",

On définit Cp la matrice compagnon du polynéme P en posant :

0 0 ... 0 —ag

1 0 ... ... 0 -—-a
cp=|0 1 0 ... 0 -—a

0 ... O 1 0 —ap-

L’explication du terme « compagnon » provient de la proposition suivante :

Propriété 2.3.2. On considére la matrice Cp comme un endomorphisme, noté fp de K",
alors le polynome caractéristique de cet endomorphismes est égal o (—1™)P et son polynome
minimal est égal a P.
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Démonstration. Cette preuve est laissée en exercice.
Idées : pour le polynéme caractéristique, faire une récurrence sur n; pour le polynome
minimal, considérer la base canonique (ej, ea, ..., e,), montrer que la famille

(e1,Cp(er),...,Cp ' (e1))
est libre. En déduire que le polynéme minimal M;ﬁ; ne peut pas étre de degré inférieur ou
égal an —1. O

Ces deux notions peuvent étre reliées grace a la proposition qui suit.

Propriété 2.3.3. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, f un
endomorphisme de E, et v € E un vecteur non nul. Soit

Mp=ao+aX +aX?+ ... +ap1 X"+ X"
le polynéme minimal en v de f. Pouri € {0,1,...n — 1}, notons e; = fi(v). Alors la famille

By = (€i)iefo,1,..n—1}

est libre, et engendre un espace stable par f que nous noterons E,. De plus la matrice de la
restriction de f a B, dans la base B, est la matrice compagnon de M}’

Démonstration. Supposons que la famille %, soit liée; il existe donc des scalaires
(ao, a1, .. an-1)

tels que :
agv + a1 f(v) + -+ an—1 "1 (v) = 0.

On a donc un polynéme Q = ag+a1 X +---+a, 1 X" ! tel que Q(f)(v) = 0, mais comme Q
est de degré n—1, et que le polynéme minimal M}’ est de degré n, on obtient une contradiction.

Pour la suite, on calcule I'image par f des éléments de %,. Pour i € {0,1,...n — 2}, on
obtient :

fled) = f(f'(v) = fH(v) = eip

et grice a la définition de MY, on obtient :
flen—1) = —(apeo + arer + - + ap_1€n_1).

On en déduit immédiatement que FE, est stable par f ainsi que la derniére assertion sur la
matrice de la restriction de f & E, dans la base %,,. O

Une preuve du théoréme de Cayley-Hamilton

Avec ces deux outils nous pouvons maintenant donner une preuve de Cayley-Hamilton.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et f un endomorphisme de
E. Soit P; le polynome caractéristique de f; il s’agit de montrer que pour tout v € E,
P(f)(v) = 0. Remarquons que cette égalité est vraie si v = 0. On peut donc supposer que
v # 0. On reprend les notations de la proposition précédente : soit M}’ le polynéme minimal
en v de f et E, le sous-espace stable de base %,. On compléte cette base en une base % de
E. Alors puisque FE, est stable par f, dans cette base £ la matrice de f sera triangulaire par

blocs de la forme :
C M B
0 D/
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Le polynoéme caractéristique de f dans cette base & est donc égal au produit du polynome
caractéristique de f restreint & F, par le polynéme caractéristique de la matrice carrée D,
c’est a dire, d’aprés la proposition 2.3.2 : Py = M7 Pp. Et donc :

Py(f)(v) = (MjPp) (f)(v) = (PoMF) (f)(v) = (Pp(f) o M}(f)) (v) =0
puisque par définition M7 (f)(v) = 0.

2.4 Les endomorphismes nilpotents

On a vu que la restriction d’un endomorphisme & un sous-espace caractéristique Fy n’est
pas diagonalisable si et seulement si Fy # E*, c’est a dire si et seulement s'il existe m > 0 tel
que (fg, — Alg,)™ # 0 et (fg, — Alg,)™"! = 0. Autrement dit, 'existence d'une restriction
non nulle de f & un sous-espace stable avec une de ces puissance nulle est équivalente a la
non diagonalisabilité de f. Nous allons donc étudier plus en détail les endomorphismes dont
une puissance est nulle.

Définition 2.4.1. Soit f € End(FE), on dit que f est nilpotent s’il existe m € N tel que
fm=0.
Remarque(s) 2.4.1. 1. L’endomorphisme nul est évidemment nilpotent.

2. Pour tout a € K, la matrice suivante de Ma(K) :

b 0)

est la matrice d’'un endomorphisme nilpotent.
3. Plus généralement, si A est une matrice triangulaire stricte, alors I’endomorphisme as-
socié est nilpotent (voir la propriété 2.4.1 qui suit).

Définissons maintenant l’indice de nilpotence.

Définition 2.4.2. Soit f € End(FE) nilpotent. On dit que p est I'indice de nilpotence de f,
si fP=0et fP71£0.

Autrement dit I'indice de nilpotence est le plus petit entier m tel que f™ = 0.
Voici maintenant d’autres caractérisations d’un endomorphisme nilpotent. Remarquons

que nous utiliserons le théoréme 26 pour la preuve; nous allons donc faire I’hypothése que
KcC.

Propriété 2.4.1. Soit K C C, soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, et soit
f € End(E), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est nilpotent ;

(i) My = XP, ot p est l'indice de nilpotence de f;
(1ii) Pp=(—=1)"X";

(iv) il existe une base A telle que dans cette base, la matrice de f soit triangulaire supérieure

stricte ;

(v) f admet comme seule valeur propre 0 de multiplicité n.

Démonstration.
(¢) = (i7) Si f est nilpotente, soit p son indice de nilpotence. Alors comme X? = 0, My

divise XP?, et comme p est le plus petit m tel que X = 0 et que My est le polynéme
minimal de f, on a My = XP.
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(11) = (4i1) Si My = XP, le polynoéme minimal est scindé. D’aprés le théoréme 26 le
polynome P; est scindé, et toutes ses racines sont également des racines de My, et
donc Py admet une seule racine qui est zéro avec multiplicité n.

(i43) = (1v) Comme Py est scindé, d’aprés I'exercice 45, il existe donc une base # telle
que la matrice de f dans cette base soit triangulaire supérieure. Les coefficients sur la
diagonale sont alors les valeurs propres de f, ils sont donc nuls et la matrice de f dans
P est triangulaire supérieure stricte.

(iv) = (v) On se place dans la base dans laquelle la matrice de f est triangulaire. Les
valeurs propres de f sont alors les coefficients diagonaux de la matrice; ils sont tous
nuls par hypothése.

(v) = (i) Si f admet 0 comme valeur propre de multiplicité n, alors Py = (—1)"X", et
d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a f* = 0 et f est nilpotent.

O

Remarque(s) 2.4.2. 1. On peut retenir deux conséquences de la preuve de cette derniére
proprié¢té. D’abord que si f est nilpotent d’indice de nilpotence p alors M; = XP. De
plus comme My | Pr,onap <n=dimkFE.

2. Dans la propriété précédente, on peut remplacer triangulaire supérieure stricte a trian-
gulaire inférieure stricte. En effet la matrice de f dans une base & = (vi,v2,...,vy)
est triangulaire supérieure (stricte), la matrice de f dans la base € = (vp, Un—1,...,01)
sera triangulaire inférieure (stricte)

2.4.1 Exercices

Exercice 52 (c)
Soient f, g € End(FE) deux endomorphismes nilpotents qui commutent ; montrer que f+g
est nilpotent.

Exercice 53 (a)
1. Soit f un endomorphisme nilpotent ; montrer que det(f + 1y) = 1.

2. Montrer que si f et g commutent et si f est nilpotent alors fg est nilpotent. Le résultat
est-il vrai si f et g ne commutent pas?

1

3. Montrer que si f et g commutent et si g est inversible alors f et g7 commutent égale-

ment.

4. Montrer que pour tout endomorphisme h, et pour x € K, h + z1ly est inversible sauf
pour un nombre fini de valeurs de z.

5. En utilisant les questions précédentes, montrer que si f est nilpotent et commute avec
g, alors det(g + f) = det(g). Indication : on commencera par considérer le cas ol g est
inversible.

2.5 La décomposition de Jordan-Chevalley

Nous allons d’abord voir qu’il existe un seul endomorphisme nilpotent et diagonalisable,
I’endomorphisme nul. Autrement dit, si un endomorphisme non nul est nilpotent, il n’est pas
diagonalisable. On a déja vu un cas particulier de ce résultat : la restriction d’un endomor-
phisme & un sous-espace caractéristique de valeur propre A est diagonalisable si et seulement
I’endomorphisme nilpotent (f — ALg) g est nul.

Propriété 2.5.1. Soit f € End(E) tel que f soit nilpotent et diagonalisable, alors f = 0.
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Démonstration. Si f est nilpotent son polynéme minimal est X?, mais comme f est diago-
nalisable, son polyndéme minimal est & racines simples, donc M; = X et f = 0. (I

Voyons maintenant la décomposition de Jordan-Chevalley. Notons qu’elle est trés souvent
appelée décomposition de Dunford. Mais cette appellation, méme si elle a ’avantage d’éviter la
confusion avec la forme réduite de Jordan que nous verrons plus tard est incorrecte : ¢’est bien
Camille Jordan qui a montré pour la premiére fois cette décomposition et Claude Chevalley
I’a généralisée ensuite dans un contexte qui dépasse le cadre de ce cours. Enoncons donc cette
décomposition.

Théoréme 29. Décomposition de Jordan-Chevalley Soit f € End(FE) de polynome
caractéristique Py scindé, alors il existe un unique couple (fp, fn) € End(E)?, tel que :

(i) f=Ffpo+fn;
(ii) fp est diagonalisable et fn est nilpotent ;
(i) fnfp = fofn;

(iv) fn et fp sont des polynéomes en f.

Démonstration. Comme dans les sections précédentes, on factorise Py :

Pr=(-1" [[ x-nm.

Aespec(f)

et d’apreés le théoréme 24, F est somme directe des sous-espaces caractéristiques de f :

E = @ EX.

A€espec(f)

De plus, pour tout A\ € spec(f), le projecteur m) de E sur E?* est un polynéme en f. On
définit fp par sa restriction sur E* pour tout A € spec(f) en posant : (fD)|E>\ = Al . La
matrice de fp est donc diagonale dans une base formée par réunion de bases de E* et fp est
diagonalisable. On peut aussi définir fp comme suit :

Ip= Z ATy

A€&spec(f)

ce qui assure que fp est un polyndéme en f. Posons maintenant fy = f — fp. On a alors
f=/fp+ fn et comme fp est un polynéme en f, fx l'est également. Vérifions que fy est
nilpotent. Pour tout A € spec(f), on a :

(fn)ipr = (f = [p)ipr = fipx — Al

Par définition du sous-espace caractéristique, on a donc que pour tout A € spec(f), (fn)/m =

EN T
0, ot m) es la multiplicité de A dans M. Et donc fy est bien nilpotent, d’indice de nilpo|tence
max{my | A € spec(f)}.

Sur chaque E*, ( fD)|p» est une homothétie et donc commute avec (f N)| X, ce qui implique
que fn et fp commutent.

Il nous reste a vérifier I'unicité du couple (fp, fx) pour cela supposons qu'il existe deux
couples (fp, fn) et (fp, fy) vérifiant les points (i) a (iv). On a donc :

fo—fp=1In—In

Comme fp et f}, sont deux polynomes en f, ils commutent. D’aprés I'exercice 46, ils sont
simultanément diagonalisables, et donc fp — f], est diagonalisable. De méme fy et fj com-
mutent, et d’aprés U'exercice 52, fj, — fn est nilpotent. On a vu dans la propriété 2.5.1 que
le seul endomorphisme nilpotent et diagonalisable est I’endomorphisme nul, ce qui achéve la
preuve du théoréme. [l
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Remarque(s) 2.5.1. (i) Attention : pour obtenir la décomposition de Jordan, il ne suffit
pas de trouver une base 4 telle que la matrice de f dans £ soit triangulaire et de poser
fp égale a la partie diagonale de cette matrice (complétée par des 0) et fy égale a la
partie triangulaire stricte (également complétée par des 0). Car il n’est pas toujours vrai
que cette partie diagonale va commuter avec la partie triangulaire stricte.

(ii) Attention (bis) : cette décomposition n’induit pas une décomposition en somme directe
de sous-espaces. L’ensemble des endomorphismes diagonalisables et 1’ensemble des en-
domorphismes nilpotents ne sont pas des sous-espaces vectoriels de End(E).

2.5.1 Exercices

Exercice 54 (c)
Pour chacune des matrices suivantes donner la décomposition de Jordan-Chevalley :

2 000
1 2 31 2 100
A1_<0 —3>A2_<0 3>A3_ 2. 010
1011

5 0 00 0 e .

PR Y VR

1 -1 5 0 0 0 B

1 0 25

pour la derniére, on discutera suivant les valeurs de «, 3, x, v, 2.

Exercice 55 (a)

Rappelons que si f € End(FE), on note O(f) lorbite de f pour l'action de GL(E) sur
End(F) par conjugaison. On va supposer K = C et munir l'espace vectoriel End(F) de la
topologie induite par une norme quelconque.

1. Montrer (si cela n’a pas été fait en cours) que si f est nilpotent alors ’endomorphisme
nul est dans 'adhérence de O(f). Indication : se ramener au cas d’un bloc de Jordan en
utilisant la forme réduite de Jordan de f.

2. Montrer que pour tout f, O(f) contient une matrice diagonalisable.

3. En déduire que si O(f) est fermée, alors f est diagonalisable.

4. Supposons f diagonalisable; montrer que g € O(f) si et seulement si P, = Py et
Mgy = M;y.

5. En déduire que si f est diagonalisable alors O(f) est fermée.

2.6 Forme réduite de Jordan d’une matrice

Il s’agit ici de donner pour tout endomorphisme de polyndéme caractéristique scindé une
base dans laquelle la matrice de f est trés simple. La forme de cette matrice est unique
et permet de décider si deux endomorphismes sont semblables ou pas. En utilisant la dé-
composition de E en somme de sous-espaces caractéristiques, on peut se ramener au cas ol
I’endomorphisme est nilpotent, nous allons commencer par ce cas.
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2.6.1 Le cas nilpotent
Les blocs de Jordan

La brique de base pour définir la forme réduite de Jordan est définie comme suit.

Définition 2.6.1. Soit ¢ € N, la matrice J; est la matrice carrée de taille g telle que :

J). . = 1 pourl<:<qg-—1
q/4,1+1
=0 sinon.

Pour X € K, on définit également J,(\) = J, + Aly.

On a par définition J, = J4(0). Visuellement J,(\) est la matrice de taille ¢ dont les
coefficients sur la diagonale sont égaux a A, ceux sur la sur-diagonale sont égaux a 1 et tous
les autres sont nuls.

A1 0 0
0o X 1 ;
JN=1+ -~ - 0
: oA 1
0O ... ... 0 X

Les endomorphismes associés aux blocs de Jordan .J; sont nilpotents. On en effet la pro-
priété qui suit.

Propriété 2.6.1. Soient ¢ € N et J; la matrice définie ci-dessus. Alors pour tout i €
{0,1,...,q}, on a U’égalité : dim ker Jé =1i. En particulier J, est nilpotente d’indice de nilpo-
tence q.

Démonstration. Soit f 'endomorphisme de K9 associé a J; et (e1,ea,...eq) la base ca-
nonique de K. On montre par récurrence que pour tout (i,7) € {1,2,...,n}, f'(e;) = 0 si
1<j<iet fi(e;) =ej_;sii<j<gq. Onen déduit que le rang de f* est égal a ¢ — i. O

On peut maintenant énoncer le théoréme de réduction de Jordan pour les endomorphismes
nilpotents.

Théoréme 30. Soit f € End(E) un endomorphisme nilpotent, alors il existe une suite d’en-
tiers df = (dy,do,...,d,) tels que di > dy > ... > d, > 0 et Soi_idi = n, et une base A de
E telle que la matrice de f dans B soit diagonale par blocs, et o les blocs diagonaux sont les
matrices Jq,, Jay, ..., Jq.. De plus la suite d’entiers d? caractérise la classe de similitude de
f : soient (f,g) € End(E), alors df = d9 si et seulement si f et g sont semblables.

Avant de faire la preuve de ce théoréme, faisons quelques remarques et donnons quelques
définitions. Rappelons la définition d’une partition (notion qui a déja été vue a 'occasion de
I’étude des classes de conjugaison dans le groupe symétrique).

Définition 2.6.2. Une suite décroissante d’entiers strictement positifs
6= (517627' "751))

dont la somme vaut n est appelée une partition de n. Les entiers d; sont appelés les parts de
la partition, et le nombre de parts est appelé la longueur de la partition.
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Une partition peut s’encoder sous forme de diagramme appelé diagramme (ou tableau) de
Young. Si § est une partition de longueur p, alors son diagramme de Young est un tableau &
p lignes, ou la i-iéme ligne est constituée de §; boites. Ici nous allons numéroter les lignes en
partant du bas, et le colonnes de gauche a droite. Remarquons que par définition, si § est une
partition de n, alors son tableau contient n boites.

Donnons un exemple : si § = (5,2,2,1,1,1) = (5,22,13), son diagramme est égal & :

[ [

Nous allons maintenant commencer la preuve de la réduction de Jordan pour les endomor-
phismes nilpotents. Concernant 'existence de la base %, il y a plusieurs preuves possibles.
Nous avons choisi d’en présenter une constructive : c’est a dire que nous pourrons utiliser
cette preuve pour calculer explicitement la base dans laquelle une matrice donnée est sous
forme de réduite de Jordan.

Pour construire une telle base, 'objet essentiel est la suite des noyaux des itérées de f.
On suppose que f est d’indice de nilpotence p et on définit pour i € {0,...,p} K; = ker f°.
On a directement les inclusions :

{O}ZK()CKlCKQC"'CKP_1CKPZE.

Une telle suite croissante de sous-espaces vectoriels s’appelle un drapeau de E. Pour tout
i € {1,...,p}, considérons un sous-espace vectoriel S; tel que K; 1 & S; = K;. Voici un
premier résultat sur la famille des (.5;)1<i<p et sur la restriction de f aux S; fondamental pour
la suite.

Propriété 2.6.2. On a les assertions suivantes :

(i) pour touti e {1,...,p}, @é‘:l S;=K;;

(ii) pour tout i € {2,...,p} : la restriction de f a S; est injective ;
(iii) pour tout i € {2,...,p} : f(K;) C K;—1 et f(S;) N K;—o ={0}.

Démonstration.
On montre le premier point par récurrence sur . Pour ¢ = 1, c’est évident puisque K; = 57.
Supposons que 'assertion soit vraie pour i € {1,...,p}. Comme S;;1 est un supplémentaire

de K; dans K;i1, on a S;+1 @ K; = K;41. Et donc en utilisant I’hypothése de récurrence, on
a:

i i+1
Kip1=K;® Sit1 = @Sj ® Siy1= @Sj-
=1 =1

Comme K; 1®S; = K;,ona K;_1NS; ={0}. Mais pouri =2,...,p, ker f = K1 C K;_1,
donc ker f N S; = {0}, ce qui montre la deuxiéme propriété.

Montrons I'inclusion du dernier point : soit v € K;, alors f*(v) = 0, soit fi=1(f(v)) =0,
donc f(v) € K;_1.
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Pour finir, considérons v € f(S;) N K;_a, alors il existe w € S; tel que v = f(w). Comme
vE K; o,onal=f"2)=f"Y(w), et donc w € K; 1N.S; ce qui implique que w = 0 ainsi
que v = f(w) = 0. O

Définition 2.6.3.
Pour i € {1,...,p}, on pose §; = dim K; — dim K;_; et 6/ = (61,02, ...,6p).

A cause de I'inclusion des noyaux (Ki)ISiS]h il est clair que les termes de d; sont positifs.
Mais cette suite a d’autres propriétés.

Propriété 2.6.3. Soit 67 comme ci-dessus ; on a les deux propriétés suivantes :
1. 3P 6 =dimE =n;
2. on a les inégalités : 61 > 69 > --- > dp > 0.

Démonstration. La premiére égalité découle directement de la définition des §;.

Pour la deuxiéme assertion, on utilise la propriété précédente. On choisit une famille
d’espaces (S;)1<i<p comme ci-dessus ; pour tout ¢ € {1,...,p}, on a §; = dim S;. On a montré
que f(S;)NK;_o = {0}, donc il existe un supplémentaire S;_1 de K,;_5 dans K;_; et contenant
f(S;); ce supplémentaire n’est pas forcément égal & S;_1, mais il ont tous les deux la méme
dimension. Enfin comme f restreinte & S; est injective on a :

dim S; = dim f(S;) < dim S;_; = dim S;_;.

O

Remarque(s) 2.6.1. La suite des noyaux (K;)1<i<p est donc une suite croissante, mais les
différences de dimension diminuent ; pour se rappeler de cette propriété, il est coutumier de
dire que la suite est croissante mais s’essouffle.

On peut maintenant définir la base dans laquelle la matrice de f sera sous la forme réduite
de Jordan. Cette base se construit en définissant n vecteurs qui vont remplir le tableau de
Young associé & d; et qui formeront la base recherchée.

Soient 6, vecteurs linéairement indépendants dans V'\ K P=1. on définit S, comme 'espace
engendré par ces vecteurs , ce qui assure que S, est un supplémentaire de K,,_; dans F. Avec
ces vecteurs, on remplit la ligne du haut (la p-iéme). Puis on remplit les colonnes sous chacun
de ces vecteurs par I'image des itérées de f, en commengant par les images par f et en finissant
par les images par fP~! qui seront donc placées sur la premiére ligne.

Ensuite, on considére la (p—1)-iéme ligne, on a déja d, vecteurs linéairement indépendants
n’appartenant pas a KP~2; on compléte cette famille par dp—1 — 0p vecteurs pour obtenir une
base d'un supplémentaire S,_; de K,_o dans K,_;. Ces vecteurs completent le remplissage
de la (p—1)-iéme ligne puis on remplit les colonnes sous chacun de ces vecteurs par les images
des itérées de f (cette fois la premiére ligne est remplie par les images de fP~2).

On continue & remplir le tableau successivement lignes a lignes : a la ligne ¢ on a déja une
famille de §;4.1 vecteurs qui sont image par f des vecteurs remplissant la ¢ + 1-iéme ligne. Ces
vecteurs forment une famille libre d’aprés le point (i) de la propriété 2.6.2, et n’appartiennent
pas & K;_1 d’apreés le point (7ii) de la propriété 2.6.2. On peut donc compléter cette famille
pour obtenir une base d’'un supplémentaire S; de K;_ 1 dans K;. Ces vecteurs complétent le
remplissage de la i-iéme ligne, puis on remplit les colonnes en dessous de ces vecteurs par
leurs images par les itérées de f.

Une fois le tableau rempli, on le lit de bas en haut et de gauche a droite, ce qui nous
donne une famille £ de n vecteurs. On conclut I'existence d’une réduite de Jordan grace a la
propriété qui suit.
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Propriété 2.6.4. La famille B est une base de E et dans cette base la matrice de f est une
réduite de Jordan.

Démonstration. Par construction l’ensemble des vecteurs remplissant la ligne ¢ est une
famille libre et génératrice d’'un supplémentaire S; de K; 1 dans K;. Et d’aprés le point i de
la propriété 2.6.2, la somme directe des (S;)1<i<p est égale & E, ce qui montre que I'on a bien
obtenu une base de F.

Pour le deuxiéme point, on remarque que les vecteurs qui remplissent une colonne du
tableau forment une famille libre de la forme (en lisant de bas en haut)

(f7 ), 172 (), f(v),0)

avec v € V tel que f9(v) = 0, et la matrice de la restriction de f & I'espace engendré par ces
vecteurs est un bloc de Jordan de taille q. O

On a donc montré 'existence d’une base dans laquelle la matrice de f est sous la forme
de réduite de Jordan.

Montrons maintenant la deuxiéme partie du théoréme. Soient f et g nilpotents tels que
df = d9; alors f et g ont la méme réduite de Jordan, et donc f et g sont semblables d’aprés
la propriété 2.1.3. Réciproquement supposons que f et g soient semblables, alors toujours
d’aprés la propriété 2.1.3, il existe s € GL(E) tel que f = sgs~!. Comme s est bijective, on
en déduit immédiatement que la suite des dimensions des noyaux des itérés de f et de g sont
identiques. Les suites 07 et 09 sont donc égales. Or la suite df (resp. la suite d9) est obtenue
a partir des colonnes du diagramme de Young de 6/ (resp de 69), et donc puisque 67 = 69, on
ad =das.

2.6.2 Le cas général

Si f est quelconque, on peut se ramener au cas nilpotent en considérant les restrictions de
f aux sous-espaces caractéristiques. On a alors le résultat qui suit.

Théoréme 31. Soit f € End(F) de polynome caractéristique scindé. On suppose comme
dans la partie sur la décomposition de Jordan-Chevalley que :

Pr=(-1" [ X-nmetM= J[ (x-3™

Aespec(f) A€spec(f)

Alors pour tout \ € spec(f), il existe une suite décroissante d’entiers strictement positifs
d{ = (d1,da, ..., dy,) tels que Y02, d; = dim EX = ny et di = my, et une base By de E* telle
que la matrice de la restriction de f & E soit diagonale par blocs et dont les blocs diagonaus

sont égauz auz matrices de Jordan Jq, (N), Jgy(N), ..., Ja,, (A). Ou plus graphiquement, on a :
Ja, (N) 0 o 0
0 Jdy (A :
Matg, (f) = , d'Z( )
: i . 0
0 e 0 Ja, (V)

De plus si f et g sont deuxr endomorphismes de E, alors f et g sont semblables si et
seulement si spec(f) = spec(g) et si pour tout X € spec(f) on a U'égalité df = df

Démonstration. Pour montrer I’existence de la base %), on considére la restriction fy de
f a E*. Alors 'endomorphisme f) = f) — AL pr est nilpotent d’indice de nilpotence ny. On
applique le théoréme précédent & f,\ . il existe donc une suite df\c = (dy,da,...,dy,) telle
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que la matrice de fy dans cette base soit diagonale par blocs, de blocs diagonaux égaux a
Jay, Jdys - Jdu' On en déduite que la matrice de f\, = A g + f,\ dans %) est bien de la
forme énoncée dans le théoréme.

Pour la deuxiéme partie, si on suppose qu’on a égalité entre spec(f) et spec(g) et que
pour tout A € spec(f), on a df = d{, alors f et g ont méme réduite de Jordan, ils sont donc
semblables d’apreés la propriété 2.1.3.

Réciproquement, si f et g sont semblables alors toujours d’aprés la proposition 2.1.3,
il existe s € GL(E) tel que g = sfs~!. On en déduit Py = P, et donc spec(f) = spec(g).
Ensuite, pour tout A € spec(f), on définit les deux suites de sous-espaces vectoriels suivantes :
kf()\) = dimker(f — A g)’ et kY (\) = dimker(g — M g)’, pour i € {0,1,...,my} et les deux
suites décroissantes d’entiers suivantes 07 (\) = kf (A) — k7 (A) et 69(\) = kI(\) — K7, (N),
pour i € {1,2,...,ny}. Comme f et g sont conjugués, alors les suites k/(\) et k9()\) sont
égales, ainsi que les suites 67 ()\) et §9()\). Par le méme raisonnement que dans le théoréme
30, on en déduit que les suites des tailles des blocs de Jordan dans la réduite de fy et de gy
sont égales. O

Le calcul pratique de la réduite de Jordan en général

En pratique, si 'on veut trouver la forme de réduite de Jordan d’un endomorphisme
non forcément nilpotent, il faut donc commencer par calculer le polynéme caractéristique,
puis les valeurs propres de f. Ensuite pour tout A € spec(f), on considére fA = fo— My,
puis on calcule les noyaux K(A); = ker ff\ Cette suite est croissante pour l'inclusion et
stationne lorsque ker f (A\)’ = E*. On applique ensuite la méthode vue précédemment pour le
cas nilpotent a ’application fA et a la suite croissante :

{0} = Ko(\) € K1(A\) € Ko(\) C - C Ky (A) = EA

Ce qui nous permet d’obtenir une base %, de E* dans laquelle la matrice de fA (resp de fy)
sera composée de produits de blocs de Jordan J, (resp. de produits de blocs de Jordan J,(\)).

Lien entre décomposition de Jordan-Chevalley et réduite de Jordan

Terminons ce cours par un commentaire sur le lien entre décomposition de Jordan et
réduction de Jordan. Soit f un endomorphisme de £ donné dans une base €. Si 'on connait
la réduction de Jordan de f, alors en se plagant dans la base #Z dans laquelle f est sous sa
forme réduite, il est facile de donner la décomposition de Jordan de f. En effet, la partie
diagonalisable sera ’endomorphisme diagonal égale & I’homothétie de rapport A sur chaque
sous-espace caractéristique E*, et la partie nilpotente sera égal a la matrice diagonale par bloc
dont la restriction & E* est la forme réduite de j}. Ensuite, si on veut donner la décomposition
de Jordan dans la base initiale &, il faut appliquer les formules de changement pour écrire la
partie diagonalisable et la partie nilpotente de f dans la base % .

Cependant en pratique, si 'on ne connait pas la réduite de Jordan de f ni la base dans
laquelle la matrice de f est sous la forme d’une réduite de Jordan, il est plutét maladroit
d’essayer de calculer la décomposition de Jordan de f en passant par le calcul de la réduite
de Jordan. Vous avez stirement vu des exemples de calculs plus ou moins directs sans passer
par le calcul de la réduite de Jordan en TD lors de la résolution de l’exercice 54. En fait
il existe des algorithmes permettant de calculer la décomposition de Jordan-Chevalley de f
rapidement et ceci sans calculer les valeurs propres de f, voir par exemple en suivant le lien :
http://math.univ-1lyonl.fr/ ressayre/PDFs/newton-dunford.pdf .
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2.6.3 Exercices

Exercice 56 (c)
Soit A € Mg(C). On suppose que P4(X) = (X —2)4(X —3)? et Ma(X) = (X —2)%(X —3).
1. Que peut-on dire des dimensions des sous-espaces propres (resp. caractéristiques) de A ?

2. Quelles sont les formes de réduite de Jordan possibles pour A7

Exercice 57 ()
Déterminer toutes les matrices A € Ma(R) telles que

AP —TA* +15A-915,=0.
(Remarque : X2 —7X2 + 15X — 9= (X —3)%(X —1).)

Exercice 58 (c)
Pour chacune des matrices suivantes, on calculera sa forme réduite de Jordan, puis on
donnera une base dans laquelle la matrice est de cette forme.

01 21 -2 -1 1 2

0 010 1 -4 1 2

A= 0000 B= 0 0 -5 4

0 00O 0 0 -1 -1
2 -1 -1 4 1 0o 0 1 0 -1
-2 1 1 -7 -1 0 -1 2 -6 —4
C=14 -2 -2 14 2 D=1 -1 3 -4 -4
0o 0 0 1 0 0o 1 -1 4 2
0 o0 0 -1 0 1 -1 2 -4 -3

Indication : la matrice C' admet 0 comme valeur propre triple et 1 comme valeur propre
double; la matrice D admet 0 comme valeur propre double et 1 comme valeur propre triple.
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